O SZEREGACH FOURIERA

1. WIELOMIANY I SZEREGI TRYGONOMETRYCZNE.

Funkcje postaci
N
T(x)= Y cpe™
k=—N

nazywamy wielomianem trygonometrycznym. Jak widaé¢, wielomian trygonometrycz-
ny jest funkcja okresowa o podstawowym okresie 27 i ma nieskonczenie wiele po-
chodnych, ktore sa takze wielomianami trygonometrycznymi.

Bardzo waznym waznym przyktadem jest funkcja

sin(2m + 1)

Dy(z)= Y e =142 coskx =

Lz
k=—m k=1 S 5

zwana jgdrem Dirichleta. Zauwazmy, ze

L D (eyde =1
g/o m(x) de = 1.

Dysponujac wielomianami trygonometrycznymi, mozemy postawi¢ zagadnienie

interpolacyi trygonometryczney.

1.1. Lemat (interpolacja trygonometryczna). Istniecje dokladnie jeden wielo-
mian trygonometryczny T stopnia < N, taki Ze

29
T =y, —N<j<N,
<2N + 1) v /
dla z gory zadanych liczb y;.
Dowad. Niech h = 2]3,11 oraz

N
T(x)= Y cpe™.
k=—N
Aby wyznaczy¢ T trzeba tak dobra¢ wspotezynniki ¢, aby
N . .
1.2 ;= ettt —N <j<N.
( Yj J
k=—N

Zauwazmy teraz, ze

N . . N N . . N
Z yje—zko]h _ Z cr Z ei(k=ko)jh _ Z CkDN((/{? _ kﬁg)h),
j==-N k=—N  j=—N

k=—N



gdzie
S
Dy (mh) = ¢ Sl 5y 5
2N+1, m=0.
Dlatego
1 % y‘eiikth = cp,.
2N +1 =" °

a

Niech teraz f : [-m,m) — C bedzie funkcja ciagta. Istnieje wtedy dokladnie
jeden wielomian trygonometryczny 7" stopnia < N przyjmujacy w punktach postaci
2jm /(2N + 1) te same wartosci co f. Wspdlezynniki tego wielomianu wyrazaja sie
wzorami

1 2mj in2mi
(N MINFI
en(NV) = 2N 41 - Z f<2N+1>€
S
27r N
Prawa strona z doktadnoscig do wielkosci dazacej do zera jest sumg catkowa funkcji

f(x)e™"* na odcinku [—7, 7] odpowiadajaca podziatowi Py = {jh}L yU{—m, 7},
Dlatego dla kazdego n € N

1 7 ,
lim e, (N) = — / —ine gy,
Jim (V) = o= [ fla)e = ds
Z drugiej strony, na mocy (1.2)
N . .
_ Z Ckezk]h’
k=—N
wiec mozna sie spodziewac, ze
S e, lz| < 7

k=—o0

To pozwala nam sformutowaé podstwowa idee lezacg u podstaw teorii szeregow
Fouriera. Przypusémy, ze f : R — C jest funkcjg okresowg o okresie 27 i catkowal-
ng w sensie Lebesgue’a na odcinkach domknietych. Klase takich funkcji bedziemy
oznaczaé przez L _(R). Dotychczasowe rozwazania nasuwaja mysl o przedstawieniu
funkcji okresowych jako szeregow trygonometrycznych, to znaczy szeregéw postaci

0o
Z Cneznm7

n=—oo



gdzie
1 = :
(1.3) Cn / f(x)e™ dx

"o )s
Widzimy, ze sumy czeSciowe szeregu trygonometrycznego sg wielomianami trygo-

nometrycznymi. Tak zbudowany szereg trygonometryczny nazywa si¢ szeregiem Fo-
uriera funkeji f. Aby to zaznaczy¢, piszemy

fo X Fer = o [ e i,

n——oo 27T -7

Jak tatwo widac,

~

|f(n)] < |If]l, n e N.
1.4. Jesl:

o0

Z len| < o0,

n=—oo

to szereq trygonometryczny

S(x)= > c,e™

jest zbiezny jednostagnie. Ponadto, dla kazdego n € N
S(n) = c,.

Dowéd. Jednostajna zbieznos¢ szeregu S(x) wynika z kryterium Weierstrassa. Mamy
bowiem

|cne’m| < gl

Stad tez wzory na wspotezynniki otrzymujemy catkujagc jednostajnie zbiezny szereg
S(z)e™"™ wyraz po wyrazie. d

Pytania, jakie si¢ nasuwaja to:

1. Czy wspoétezynniki Fouriera funkeji wyznaczaja te funkcje?

2. Czy szereg Fouriera funkcji f € L5 (R) jest zbiezny do funkcji f w normie
przestrzeni LP 7

3. Czy szereg Fouriera funkcji f € L5 (R) jest zbiezny do funkcji f prawie
wszedzie?

4. Czy jesli f jest ciagta, to jej szereg Fouriera jest zbiezny do niej w kazdym
punkcie? A moze jednostajnie?

5. Moze jeszcze inny rodzaj zbiezno$ci jest naturalny dla funkcji z wymienionych
klas?

Okaze sie, ze rozwazajac te pytania, trzeba bedzie starannie rozroznié¢ przypadki
L', L? oraz pozostatych LP. Jeszcze inaczej trzeba bedzie spojrzeé¢ na zbieznoéé
szeregow Fouriera funcji cigglych. Odpowiedzi beda rézne. Niektore rozstrzygniecia
beda stosunkowo tatwe, inne beda zbyt gtebokie, abysmy je mogli rozwazy¢ tutaj.



2. HISTORIA

Na poczatku XIX wieku Fourier zadat fundamentalne pytanie: Czy szereg Fouriera
cigglej funkcji jest zbiezny do niej punktowo?

Wzmacniajac nieco zatozenie ciaglosci mozna bez wigkszych trudnosci uzyskaé
odpowiedz twierdzaca. Tak jest na przyklad, gdy funkcja f jest rézniczkowalna w
sposob ciggtly. Dirichlet, ktéry to udowodnil, byt przekonany, ze tak powinno byé¢ w
przypadku wszystkich funkcji cigglych. Nietrudno tez pokazaé, ze dla funkeji catko-
walnych z kwadratem zbiezno$¢ zachodzi w sensie normy przestrzeni tych funkcji.

Po Dirichlecie takze Riemann, Weierstrass i Dedekind opowiedzieli si¢ za hipo-
teza zbieznosci szeregu Fouriera funkcji cigglych. To przekonanie obalit Paul du
Bois-Reymond, ktéry w roku 1876 pokazatl, ze istnieje funkcja ciggla, ktorej szereg
Fouriera jest rozbiezny w przynajmniej jednym punkcie.

Luzin postawil w 1915 roku hipoteze, ze szereg Fouriera funkcji f € L*(T) jest
zbiezny prawie wszedzie. Kolmogorow podal w roku 1923 przyktad funkcji f € LY(T),
ktorej szereg Fouriera jest rozbiezny prawie wszedzie, a w roku 1926 dokonat mody-
fikacji swojego przyktadu, uzyskujac szereg rozbiezny wszedzie. W tej sytuacji nie
byto jasne, czy poszukiwaé pozytywnej, czy negatywnej odpowiedzi na hipoteze fu-
zina.

Odpowiedzi udzielit Carleson roku 1966: Tak, szereg Fouriera funkcji f € L*(T)
jest zbiezny prawie wszedzie do wartosci funkcji. W wywiadzie w roku 2007 Carleson
ujawnit, ze poczatkowo myslat, ze ma metode, ktéra pozwoli mu wskazaé przyktad
funkcji f € L?(T), ktorej szereg jest rozbiezny w przynajmniej jednym punkcie, ale
ostatecznie zorientowat sie, ze to si¢ nie uda, co przekonato go do hipotezy fuzina.
Oryginalny dow6d Carlesona jest bardzo trudny i chociaz kilku autoréw (Mozzochi,
Kahane, Joersbo & Mejbro, de Reyna, C. Fefferman, Lacey & Thiele) znalazto szereg
uproszczen, nadal nie ma tatwego dowodu.

W tym samym roku 1966 Katznelson pokazal, ze dla kazdego zbioru miary zero
E C T istnieje funkcja ciggla, ktorej szereg Fouriera jest rozbiezny przynajmniej w
punktach tego zbioru. Stad i z twierdzenia Carlesona mozna wywnioskowac, ze zbior
E C T moze byc zbiorem rozbieznosci szerequ Fouriera funkcyi cigglej, wtedy i tylko
wtedy gdy jest miary zero.

Carleson uwazal, ze rozszerzenie jego twierdzenia na funkcje f € LP(T') jest raczej
oczywiste. Zrobil to Hunt w roku 1968. Zbieznos¢ szeregu Fouriera funkcji f € LP(T)
w normie tej przestrzeni jest sprawa znacznie latwiejsza, ale z pewnoscig nie tak
prosta, jak przypadek p = 2.

Zaczerpniete z hitp: en.wikipedia.orgwiki Carleson%27s_theorem



3. SPLOT I JEDNOSC APROKSYMATYWNA

Przestrzen L3 _(R) wygodnie bedzie utozsami¢ z pewna przestrzenia L'(T'), gdzie
T jest zwarta grupa abelowa z miara. Niech T' = G/R. Jak wiemy, T" mozna utoz-
samié¢ ze zbiorem |[—m, 7) z dziataniem

t@s=t+s mod (2m),

gdzie prawa strona oznacza te z liczb t + s + 2kw, ktora lezy w przedziale [—m, 7).
Bedziemy to dziatanie oznacza¢ po prostu jako ¢ + s, co nie powinno prowadzié¢
do nieporozumien. Na T bedziemy rozwazaé topologie ilorazowsa, ktérej odpowiada
metryka

d(z,y) = min |z —y — 2km|.

Przestrzen topologiczna T jest zwarta. Miara na T' bedzie miara Lebesgue’a. Miara
ta jest niezmiennicza na przesuniecia w grupie, tak ze

1 1
%/Tf(ert)dt:%/Tf(t)dt.
Odwzorowanie
Ly (R) > f g = f|[-7,m) € L'(T)

ustala izometrig¢ przestrzeni Banacha Li_(R) i L'(T).
Przypomnijmy twierdzenie Fubiniego.

3.1. Twierdzenie (Fubini). Niech dx oznacza miare Lebesque’a na R", dy miare
Lebesgue’a na R™, a d(x,y) miare Lebesgue’a na R™ x R™. Niech f bedzie funkcjg
catkowalng wzgledem miary Lebesgue’a na R™ x R™. Wtedy dla prawie kazdego
x € R" funkcja

R" 5y f(x,y)

jest catkowalna na R™ i funkcja

d
v [ fley)dy

jest catkowalna na R"™. Co wiecej,

/n </Rmf(377y)dy> dx:/f(x,y)d(x,y).

Warto tez pamieta¢ o nastepujacym kryterium catkowalnosci:

3.2. Twierdzenie (Tonelli). Niech bedzie dana funkcja mierzalna na R" x R™.
Jesh

/H/lef(x,y)ldydx< 00,
to funkcja f jest calkowalna na R™ x R".



Splot funkcji f,g € L*(T) deﬁniujemy wzorem

* —

froe) =5 [ 1

Aby uzasadni¢ poprawnos¢ definicji czynimy nastepujace spostrzezenie: Jest
|| 1@ =gl dwdy = [1£illgl < o,

wiec funkcja dwodch zmiennych (z,y) — f(z — y)g(y) jest catkowalna na T x T'. Z
twierdzenia Fubiniego wynika wiec, ze splot jest dobrze zdefiniowany dla p.w. z € T'.

3.3. Jesli f,g € LN(T), to fxg e LYT) oraz
1F* gl < A llglh-
3.4. Jedli f € LN(T), g€ C(T), to fxg € C(T) oraz
1 % glloe < [1fllllglloo-

7, twierdzenia Fubiniego wynika nastepujacy wniosek o rézniczkowaniu pod zna-
kiem catki. Podany nizej prosty dowod zawdzieczam p. Tomaszowi Rzepeckiemu.

3.5. Niech m € LYT). Niech F : T x (a,b) — C bedzie takq funkcjq, Ze dla
kazdego = € (a,b) funkcja t — F(t,x) jest calkowalna, a dla prawie kazdego t
funkcja x — F(t,z) jest rozniczkowalna oraz

0.F(t,2)] < g(t), g€ LY(T).
Wtedy funkcja
ﬂ@:AF@@ﬁ

:/@f@@ﬁ
T

Dowdd. Ustalmy x € (a,b). Dla matych h # 0 niech
F(t,x+h) — F(t,x)
h J
Funkcje F} maja catkowalng majorante, bo
[Fn(t)] < [0:F(t, x4 0h)| < g(2),
a ponadto F,(t) — 0,F(t,x) dla p.w. t € T, wiec na mocy twierdzenia Lebesgue’a
o zbieznosci ograniczonej

po F@ ) — f()
h—0 h

jest rozniczkowalna i

teT.

Fy(t) =

— hmﬂ@ﬁ:/@f@@ﬁ
T h—0 T

Korzystajac z (3.5) dowodzi sie, ze



3.6. Jesli f € LY(T) ige CYT), to fxge Cl(g) i
(fxg) (x) = f'xg(x), z€T
Dowdéd. Rzeczywiscie, mamy
frg() = [ gla—0f(t)dt,

gdzie, jak wida¢, spetnione sg zatozenia twierdzenia o rézniczkowaniu catki.

3.7. Zadanie. Jesli F > 0 jest mierzalna na T?1i1 < p < oo, to

(/T (/ZFF(JC,Z/)dy)p dx)l/p</T</TF(:c,y)de)l/p dz.

3.8. Jesli f € LN(T), g € LP(T), to fxg € LP(T) oraz
1f % glle < 1712 llgllp-
3.9. Definicja. Ciag funkcji ¢, € L'(T) nazywamy jednoscig aproksymatywng,
jesli
() 55 Jpon(z) de =1,
(b) Jr len(2)]dz < M,
() limy fs<ppjcr Pn(®)|dz =0dla 0 <d <.

3.10. Przyktad. Niech

2 nal), o] <
—(m — |nx|), |x -,
‘Pn(x): d 5

0, z| > T

3.11. Zadanie. Skonstruuj jedno$¢ aproksymatywna, taka ze ¢, € C(T).

3.12. Zadanie. Niech f,(t) = f(t + z) dla t € T. Czy prawda jest, ze dla kazdej
funkcji f € LY(T)
lim f(t + @) = (1)
dlap.w.teT?
3.13. Lemat. Dia kazidej funkcji f € L'(T) i kazdego € > 0 istnieje funkcja prosta

9= CkXay A = [ak, br),
%

taka ze | f — gl < e.

Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdego zbioru mierzalnego £ C T i kazdego
e > 0 istnieje skoficzona rodzina przedzialow Ay, taka ze |[EA U, Ax| < €. Rzeczy-
widcie, niech
EcC | 4, > Ak <g/2.
k=1

k=1
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Niech A = (3%, Ay, Ay = Ui Ax. Wtedy dla dostatecznie duzego N

IEAAy| <A\ E|+|A\ Ay <e/2+ 3 Al <e.

k=N+1

3.14. Lemat (Riemann-Lebesgue). Jesli f € LY(T), to
lim f(n) = 0.

|n]—o0

Dowaéd. Wykorzystamy tozsamosé

Fn) = —o- [ fa)e eI a,

dzieki ktorej
1

J?(”) = E/T (f(w) —f(a?—l—ﬂ/n)) dz.

Dlatego
- 1
|f(n)| <§Hf—f7r/nH1—>0, In| — oo.

3.15. Wniosek. Dia kazdego f € L\T) i kazdego 0 < § < 7

lim f(z)D,(x)dx = 0.

n—=00 JiL|z|<m
Dowadd. Rzeczywiscie,

/ f(x)Dy(z) de = / F(x)sin(2n + 1)z dz,
NIy 8/2<z|<m/2

gdzie
f(x)
sin x
jest funkcja catkowalng. U

F(x) = X(5/2,7/2)(T)

3.16. Twierdzenie. Jesli f € L' (T) spefnia w punkcie a € T warunek
[f(z) = fla)| < Clz—al*, z€eT,
dla pewnych C > 0 1 a > 0, to szereg Fouriera f jest zbiezny w tym punkcie do f(a).

Dowéd. Niech € > 0. Mamy
S,(1)(@) = f@) = Do fla) = (@) = 5 [ (f(a=a) = (@) Dufa) da
1

tor L (e =x) = f(@) Do) dr,



gdzie na mocy Wniosku 3.15 druga catka dazy do zera, gdy n — oco. Ponadto

1 co ||
= — ) — f(a)) D, (x) dz| < =2 / P g <.,
27 /|x<5 (f(a 7) f(a)) (v) o 27 Jiz|<s sinx /2 ree
gdy 0 jest dostatecznie mata. O

3.17. Wniosek. Jesli f € LY(T) jest w punkcie a € T lipschitzowska (a wiec na
przyklad rézniczkowalna), to szereg Fouriera f jest zbieiny w tym punkcie do f(a).

3.18. Wniosek (zasada lokalizacji). Jesli f,g € L*(T) i f(z) = g(x) w otoczeniu
|z —a| <0, to

lim 5, (f)(a) = Su(g)(a)| = 0.

3.19. Twierdzenie. Niech f € L'(T). Wtedy
lin £, — flli =0

Dla zadanego € > 0 i niech g = ZkN+1 CkXA,, gdzie Aj sa przedziatami, bedzie
funkcja prosta, taka ze || f — g|[1 < €/3. Jak latwo zauwazy¢,

||<XAk)J? - XAk“l < 2’£L‘|,

wiec
N
19 = gzlli <23 lexllz| = Cla.
k=1
Ostatecznie,
If = fallh < If =gl + g = galls + |92 — falln
2e
=21/ =gl +llg = golls < 5+ Claf <
dla z| < C/3.

3.20. Twierdzenie. Niech p, bedzie jednoscig aproksymatywng. Wtedy dla kazdej
funkeji f € LN(T)

Y i x = = 0.

Podobnie dla kazdej funkcji f € C(T)

Dowdd. Niech € > 0. Istnieje 6 > 0, taka ze ||f, — f]|1 <e, jedli |y| < J. Wobec tego
o (@) = F@] < [ |f@=y) = F@)llenv)] dy

- /y|<5 [f(@ —y) = F@)llenly)] dy + / [f (& =y) = F()llen(y)] dy,

d<]yl<m
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a stad po scatkowaniu wzgledem z i wykorzystaniu twierdzenia Fubiniego

lws =< [ = flblea)ldy+ 200 [ lenw)ldy

mww/ lon(y)] dy < 2Me

<|yl<m

dla dostatecznie duzych n.
3.21. Wniosek. Ciggle funkcje lezq gesto w L(T).

4. JADRA DIRICHLETA I FEJERA

Przypomnijmy, ze jadro Dirichleta, to wielomian trygonometryczny
L sin(2n 4+ 1)z/2

Dy(z)= Y " =

k=—n

)

sinx /2
a suma czesciowa szeregu Fouriera funkcji f € LY(T) to

= Y Fke

k=—n

4.1. Lemat. Dla kazdej funkcji f € L'(T)
Sn(f)(x) = D, x f(.CE)

Srednig sumg Cesaro szeregu Fouriera funkeji f € LY(T) nazywamy
_ So(f)(@) + -+ Su(f)(=)
7l f) () = L .
4.2. Wniosek. Dla kazdej funkcji f € L'(T)

on(f) (@) = Knx f(2),

gdzie
Dy(z) + -+ + Dy(x)

n+1 '
Wielomian trygonometryczny K, (x) nazywamy jedrem Fejéra.

4.3. Dla kazdego n € N

K,(x) =

sin?(n + 1)x/2

Knlw) = (n+1)sin*z/2°

Dowdd. Mamy

(n+1)sin*2/2K,(z) = (n + 1) sin® z/2 kzn_: Dy(x)

= (n+1)sin®2/2> sin(2n+1)z/2=1/2>" coskx — cos(k + 1)z
k=0 k=0

= 1/2(1 — cos(n + 1)3:) = sin®*(n + 1)z/2.
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4.4. Twierdzenie. Jgdro Fejéra K,, jest jednosciqg aproksymatywng.
4.5. Wniosek. Dla kazdej funkcji f € L'(T)

lon(f) = fli =0,  n— oo
4.6. Wniosek. Niech f,g € LY(T). Jesli dla kazdegon € Z

f(n) =g(n),

to f = g prawie wszedzie.
4.7. Wniosek. Dla kazdej funkcji f € C(T)

lon(f) = fllo =0, n — 00.

Pozwolimy sobie traz na dygresje, aby wskaza¢ na wazny zwigzek miedzy catka
Dirichleta i catka Hilberta.

4.8. Dla kazdych 0 < a<b<m
Bp,
/ Da(t) dt = / Sl?tdtn%tn,
gdzie A, = (n+ 3)a, B, = (n+3)bie, — 0. Wobec tego

H&/l) 0, O<a<b<m.

Dowadd. Rzeczywidcie,

/D dt—2/ W(20) dt
/2

b/2 sin(2n + 1)t b/2
=/ sin@n £ Vg, Y , f@)sin(n + et
gdzie
)= —— — — = — Al < el
f() tsint 12 2sint 2sint’ ’TS( )’ \C’ ‘ s

jest funkcja catkowalng. Po zamianie zmiennej
Bn sint
/ D, (t)dt = / % dt + ey,

gdzie €, — 0 na mocy lematu Riemanna-Lebesgue’a. U

4.9. Przyklad. Zauwazmy, ze dla a = 0, bn = 7 mamy

(+
7r—/ dt_2/ Sl—ntdt

% gint
—dt =
o=

Obliczylismy wartosé¢ catki Hilberta.

wiec
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5. ROZBIEZNOSC SZEREGU FOURIERA FUNKCJI CIAGLEJ
Zacznijmy od prostych spostrzezen.
5.1. Jesli f,g € L\(T), to [ xg(n) = f(n)g(n).
5.2. Niech K, bedzie jgdrem Fejéra. Mamy

n

R = 3 (1= ) e

k=—n

5.3. Jesli ¢ jest wielomianem trygonometrycznym stopnia < n, to

Ko@) = @) < (142 ) gl

A oto wazna wlasno$c¢ jadra Dirichleta. Liczby L,, zdefiniowane ponizej nazywamy
statymi Lebesgue’a.

5.4. Stwierdzenie. Dia kaz’dego n.
4
/|D do > 5 log(n - 1).

Dowod. Mamy

LS 2/7r/2 |sin(2n + 1)z i > 2/n7r | sin y| .
0 0

T x T Yy
a wiec
9 n=1l c(k+D)m | gj 41
Lo> 2 / sine] p s 45 L > = log(n—1)
P x 7= km

5.5. Wniosek. Istnieje cigg funkcji cigglych 1, takich Ze ||[{n||0 < 1, oraz liczba
q > 2/5,taka ze
|50 (¥0)(0)] > qlogn,

dla dostatecznie duzych n.

Dowdd. Jadro Dirichleta D,, ma 2n + 1 miejsc zerowych a, w przedzaliale [—7, 7).
Niech ay € Iy, gdzie ), sa otwartymi przedzialami parami roztacznymi i takimi ze

1 2n+1 2n+1

/lD Jdr<1, 3 |n/<1
k=1

Zdefiniujmy @Z)n(x) = sgn Dn(m) dla z ¢ A, = U I 1 przedtuzmy liniowo na caty
odcinek [—m, 7). Wtedy

S /D x)on(T 27T/ |Dy(z)|dx — 2 > qlogn,

gdzie 2/5<q<4/7r . O
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5.6. Wniosek. Istnicje cigg wielomiandw trygonometrycznych ¢, stopnia < n?,

takich Ze ||@n]o0o < 1 oraz

Sulen)0) > 2 logn.

dla dostatecznie duzych n.
Dowad. Niech 1, beda jak we Wniosku 5.5 i niech
on (1) = K2+ Y ().
Na mocy (5.3) i Wniosku 5.5
|50 (2n)(0)] = [ Dy x K2 % 0 (0)] =[S0 (¢n) (0)] = [ K2 x Do, — Doy 5 o ()]
> qlogn —2 > ?logn
dla dostatecznie duzych n. U

5.7. Twierdzenie. Istnieje funkcja ciggla f € C(T), taka Ze
lim sup |, () (0)] = 0.

Dowéd. Niech )\, = 23", Zauwazmy, ze
Anp1 = A2 > A2,
Niech -
flx) = 212_"fn($)» €T,

gdzie fn(x) = ¢y, (Anx), a wielomiany trygonometryczne @y sa jak we Wniosku 5.6.
Szereg definiujacy f jest jednostajnie zbiezny, wiec f jest ciggta. Pokazemy teraz, ze
pewien podcigg ciggu sum czesciowych szeregu Fouriera f dazy do nieskonczonosci.
Najpierw jednak zwro¢my uwage, ze
fal@) = 37 @r.(n)e™re,
k<A

a wigc f,, jest wielomianem trygonometrycznym stopnia < A3.
Funkcje f przedstawiamy jako

N-1 0o
f=>Y2"f,+2 v+ Y 27f, = Fi(2) + Fa(2) + F3(z).
n=1 k=N+1

Mamy

=

-1

Sxe, (F1)(0) = F1(0) = ) 27",

i
L

bo F jest wielomianem trygonometrycznym stopnia < A3_; < A%. Z kolei na mocy
Wnhiosku 5.6

1Sk, (F)0)] = 2713, (o2, )0 > 2 Vlogdw = (5)
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bo

S g™ pa(@) = Y e

|kI<A3, |kI<AZ,
i w zwigzku z tym
Sx2 (fv)(0) = Sx(oay ) (0)
Wreszcie, wszystkie wyktadniki charakterystyczne ¢, dlan > N + 1 z wyjatkiem
zerowych sa wigksze od \%;, wiec

|Sxz (F3)( Z 27"|@x, (0 Z 27"

n=N+1 n=N+1
Zbierajac razem trzy powyzsze oszacowania, otrzymujemy

s o)== (2) -1



