1. Miara i catka Lebesgue’a na R?

1. MIARA.

Méwimy, ze rodzina podzbioréw S zbioru € jest o-ciatem, jesli wraz z kazdym zbiorem
zawiera ona jego dopelnienie i jest zamknieta na sumowanie przeliczalnych podrodzin.
Funkcje zbioru

v: S —|0,00],
ktora jest przeliczalnie addytywna, tzn. spetlnia warunek

(11) o(UA) = 3 e,
k=1 k=1

jesli A € S sa parami rozlaczne, nazywamy miarg na o-ciele S.
Zaczniemy od pewnych ogdlnych wlasnosci miary ¢ na o-ciele S.
1.2. Jesli By, € S jest wstepujgcym ciggiem zbiorow, to
oo
w(kL:Jl Ey) = Jim (Bx).
Dowdd. Niech Ay = E; oraz A, = E, \ E,,—1 dla n > 2. Latwo zauwazy¢, ze zbiory A, sa

parami roztaczne i
oo oo
U Ee= | An.
k=1

Zatem =
e(UEBr) =0 U En) = X (An) = lim 3" p(4,)
k=1 n=1 n=1 k=1
- o A2) = Jim o0

1.3. Jesli B € S jest zstepujgcym ciggiem zbiorow skorniczonej miary, to
oo
@( N Ek) = lim (Ex).
k=1
Dowdd. Niech E = N2, E) i niech Ay = E} \ Ex41 dla k > 1. Latwo zauwazy¢, ze zbiory

Ay sa parami roztaczne i

o
E,=EU ] Ay,
k=n
Zatem

o(B) = o(B) + 3 (A,
k=n

gdzie drugi wyraz sumy dazy do zera, bo jest resztg zbieznego szeregu

> o(Ar) < (En).
k=1
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Nietrudno zauwazy¢, ze przekrdj dowolnej ilosci o-cial jest tez o-cialem. Dlatego dla
kazdej rodziny zbioréw A C 2% mozna méwié o najmniejszym o-ciele zawierajacym A.
Funkcje zbioru
" : 2% — [0, 00],

ktora jest przeliczalnie podaddytywna, tzn. spelnia warunek
oo oo

(14) e (U Ar) <3 9" (A,
k=1 k=1

jesli Ax C €, nazywamy miarg zewnetrzng na ). Pojecie miary zewnetrznej wystapi w
dowodzie naszego podstawowego twierdzenie.
2. POLPIERSCIEN PRZEDZIALOW

Zbiory postaci
(2.1) A= [Tlax, bx)
k=1

bedziemy nazywali przedzialami (p6lotwartymi) w R", a rodzine wszystkich takich prze-
dziatow oznaczymy przez P. Liczbe

n

Al = [ (b — ax)

k=1
nazwiemy objetoscia przedziatu.

2.2. Jesli A i B sq przedzialami, to AN B jest takze przedzialem, natomiast A\ B jest
sumaq nie wiecej niz 2n rozlgeznych przedzialow.

Rozbiciem przedziatu A bedziemy nazywali rodzine parami roztacznych podprzedziatéow
m = {Ay}, taka ze A =, Ag.

2.3. Dla kazdej pary rozltgcznych przedziatow A1, A istnieje rozdzielajgca je hiperplasz-
czyzna.

Dowdd. Istnieje o8, powiedzmy o numerze j, taka ze rzuty Ay i Ay sa rozlaczne. Zatem
dla pewnej liczby

AiCc{reA:zj<c}, AgC{reA:z; >c}

2.4. Jesli { Ay} jest rozbiciem A € P, to ,

Al =" |Agl.
k=1
Dowdd. Niech

N
A= U A C Rn,
k-1
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gdzie suma jest roztaczna i Ay sa niepuste. Przeprowadzimy indukcje ze wzgledu na .
Jesli N = 1, to nie ma czego dowodzi¢. Gdy N > 2, korzystajac z (2.3), widzimy, ze
istnieje hiperplaszczyzna x; = ¢, taka ze

A=BUC, B={zxecA:zj<c}, C={rxcA:z;>c},
a ponadto A; C B, Ay C C. Mamy wiec

N-1 N
B= ] BnA, C=JCnA.
k=1 k=2

Zatem, jesli twierdzenie jest prawdziwe dla rozbié¢ co najwyzej N — l-elementowych (za-
lozenie indukcyjne), to

N N
Al = [B|+|C| =Y _ |BN A +|CNAg| =D A
P =1

2.5. Lemat. Jesli P € P i

[e.9]
pclUIn I.eP,
k=1
to

o0
[Pl <> |-
k=1

Dowdd. Niech ¢ > 0. Dla kazdego k niech Ay € P bedzie takie, ze I, C A2 i |Ax| < /2.
Niech ponadto @ bedzie przedziatem, takim ze Q C P i |P| < |Q| + . Wtedy

Q clJ4s,
k
a wiec na mocy zwartosci Q istnieje N, takie ze
N
Qc | Ak
k=1
skad
N )
1P| < Q| +e <D Akl +2e <Y L] + 2.
k=1 k=1
Wobec dowolnoéci €, otrzymujemy teze. [l

2.6. Wniosek. Jesli P € P i

[e.e]
P=JI IieP,
k=1

gdzie przedzialy Iy, sq parami rozlgczne, to

o0

[Pl = Il

k=1
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Dowod. Wiemy juz, ze
o
[PI< D Tkl
k=1

7 drugiej strony kazda skonczona suma Uszl I, ma dopelnienie w P skladajace sie ze
skonczonej liczby przedzialow A;, wiec

N N M
Dol <Dl + > A1 =P,
k=1 k=1 j=1

co wobec dowolnosci N daje

o
Z || < |P|.
k=1

3. KONSTRUKCJA MIARY LEBESGUE’A
3.1. Twierdzenie. Istnieje dokladnie jedna miara borelowska p, taka zZe

(3.2) u(1) = |1,
dla kazdego przedziatu I € P.

1. Dowdd przeprowadzimy w kilku krokach. Najpierw zdefiniujemy miare zewnetrzna
oo oo
pH(E) =inf{>_ || : EC | I},
k=1 k=1
gdzie I, € P. Zdefiniowana funkcja p* jest funkcjg zbioru
W 2R, [0, oo
i ma nastepujace wlasnosci
1) w*(URLy Bx) < 3272, 1 (Bx) dla dowolnych Ey C RY,
2) w*(I) = |I| dla kazdego I € P.
Wtlasno$é pierwsza wynika wprost z definicji, a druga z definicji i Lematu 2.5. Widzimy
wiec, ze p* jest miara zewnetrzna. Z 1) i 2) wynikaja jeszcze dwie wlasnosci:
3) w(A) < u*(B), jesli A C B,
4) 5*(0) = 0.

II. W drugim kroku zdefiniujemy pojecie zbioru mierzalnego. Zbiér E C R nazywa sie
mierzalny, jesli dla kazdego A C R

WH(A) = (AN B) + p*(A\ B).
Ze wzgledu na podaddytywnosé p* warunek ten jest rownowazny nieréwnoéci
(3.3) p(A) > p(ANE) + p*(A\ E).

Bedziemy cytowaé (3.3), méwiac, ze E spelnia test mierzalnosci zbiorem A. Rodzine zbio-
row mierzalnych bedziemy oznaczaé przez M.

3.4. Jesli p*(A) =0, to A jest mierzalny.



Rodzine zbioréw miary zero bedziemy oznaczaé przez N.

III. Trzecim i zasadniczym krokiem bedzie

3.5. Twierdzenie. Rodzina M jest o-ciatem, a
pe e M — [0, 0]
przeliczalnie addytywng funkcjg zbioru, a wiec miarg.

Dowdd. Jest jasne, ze jesli E € M, to takze E¢ € M. Niech E,F € M. Dla A Cc R?

W(AN(EUF)) +p*(A\ (EUF))
= ((ANE)U(ANESNF) + p* (AN E° N F°)
SPANE)+pu (ANE°NF) + (AN E‘NF°)
S P (ANE)+p (AN E) < p(A),

gdzie najpierw testowaliémy zbi6ér mierzalny F' zbiorem A\ F, a nastepnie zbiér mierzalney
FE zbiorem A. Stad juz tatwo wynika, ze M jest zamknieta na skonczone sumy i iloczyny.
Niech teraz E,F € M beda rozigczne. Niech A € R?. Z testu mierzalnoéci zbioru F
zbiorem AN (E U F) wynika, ze
PANE)+ W (ANF)=p (AN(EUFR)\F)+ u (AN(EUF)NF)
— (AN (BUF)),

a stad juz przez tatwa indukcje

u*(A n Y Ek) =D W(ANE),
k=1 k=1

o ile By € M sg parami rozlaczne. Ostatnia wlasno$é pokazuje, ze u* jest skonczenie
addytywna na M.

Aby pokazaé, ze M jest zamknieta na przeliczalne sumy, wystarczy ograniczy¢ sie do
sum zbioréw parami roztacznych. Jesli E = |J72; 1 B} sa parami rozlaczne, to dla kazdego
n

PANE) + Y (AN Ey) < p*(A\ ([ Br) +p (AN | Br) < p(4),
k=1 k=1 k=1
bo Uj—1 Er € M, skad

p(A\E)+ Y (AN Ey) < p(A),
k=1

a nastepnie

o
WA\ E) + i (AN E) < "(A\ B) + 3 i (AN By) < i*(A),
k=1
co pokazuje, ze E € M. Jesli w ostatniej nieréwnosci wstawimy A = F, otrzymamy

S (B = (B,
k=1

a wiec przeliczalng addytywnos$é p* na o-ciele M. O



IV. Mozemy juz uczyni¢ ostatni krok.
3.6. B(RY) zawiera sie w M.

Dowdd. Jako ze M jest o-cialem, wystarczy w tym celu pokazaé, ze przedzialy sa mie-
rzalne. Niech wiec I € P i niech A C R. Niech

o
AC U 1.
k=1
Wtedy
L= TN ULN\I =T NI)U| L,
J
gdzie przedzialy I; sa parami rozlaczne, wigc

S5l =3 (uk Ay w) > W (ANT) + u* (AN D),
k=1 j

k=1 7
skad
P (A) 2w (ANI) + p*(A\ ).

Potozmy

I ~ _ K
w=p Bv H 2 M‘
Skonstruowana funkcja p to miara Lebesque’a, a pu™~ — wuzupeiniona miara Lebesgue’a.
NajczeSciej nie bedziemy (w naszej notacji) rozrézniaé¢ tych miar, piszac p zamiast p™.

V. W ten sposéb zakonczylisSmy naszg konstrukcje. Pozostaje jeszcze udowodnié jedy-
no$¢ miary p na zbiorach borelowskich. Przypusémy, Ze istnieje druga miara borelowska

v:B—]0,0]
spelniajaca warunek (3.2). Niech E € B. Wtedy

(o) (o) (o]
V(E) <Y v(l) =Y L, Ec|JI,
n=1 n=1 n=1

jesli I, sa przedzialami, a wobec dowolnosci pokrycia v(E) < u(FE). Aby wykazaé nieréw-
noé¢ przeciwna, zatézmy, ze E C P, gdzie P jest przedzialem. Wtedy

v(P) = v(E) = v(P\ E) < u(P\ E) = u(P) — u(E),

skad u(E) < v(FE). Zatem obie miary zgadzaja sie na ograniczonych podzbiorach borelow-
skich. Dla dowolnego E € B, niech E, = E N [-n,n]¢. Wtedy

n—oo

v(B) =v({JEBn) = lim v(E,),  w(E)=p(JE) = lim p(E,),

a poniewaz obie miary zgadzaja sie¢ na zbiorach E,, zgadzaja si¢ tez na zbiorze E. Zatem
v = p. Tym samym zakonczyliémy dowéd Twierdzenia 3.1.



4. DALSZE WEASNOSCI MIARY LEBESGUE’A

4.1. Miara Lebesque’a jest niezmiennicza na translacje. Innymi stowy, dla kazdego x € R?
i kazdego E € M
u(E +a) = p(E).

Dowdd. 7 definicji miary zewnetrznej wynika, ze dla dowolnego zbioru A ¢ R? i dowolnego
z € RY

(4.2) i (A+ ) = g (A).
Wykorzystujac (4.2) i test mierzalnosci latwo sprawdzamy, ze translacja zbioru mierzal-
nego jest tez zbiorem mierzalnym, co razem z (4.2) daje teze. (]

Pokazemy teraz, ze uzupelniona miara Lebesgue’a na M jest reqularna.
)

4.3. Niech p bedzie uzupeiniong miarg Lebesgue’a na M. Dla kaidego E € M i kazdego
e > 0 istniejg zbiory F C E C G, gdzie F jest domkniety, a G otwarty, takie Ze u(G\ F) <
€.
Dowdd. Niech E € M iniech E, = EN[—n,n] dlan € N. Dla danego £ > 0 istnieje zbiér
otwarty G, taki ze
€

w(Gy \ Ey) < o0 E, Cc G,.

Zatem E C G =Jo2 | Gy, gdzie G jest otwarty, oraz

WG\ E) < Y- G\ Bn) <=
n=1

Na mocy praw de Morgana istnieje tez zbiér domkniety F' C F, taki ze u(E \ F) < e.
Ostatecznie wiec
p(G\ F) < 2e.

4.4. Wniosek. Jesli E jest zbiorem mierzalnym, to
E) = K) = inf u(G),
n(E) IS{lé%u( )= jnf u(G)
gdzie zbiory K sq zwarte, a zbiory G otwarte.

5. MiARA LEBESGUE’A NA R

Niech teraz d = 1. Zauwazmy, ze z faktu, ze zbiory jednopunktowe maja miare zero, i
przeliczalnej addytywnosci miary Lebesgue’a wynika, iz

M(Q) =0,
a stad
n(0,1]\ Q) = 1.
Tak wiec zbiér liczb niewymiernych w odcinku [0, 1] jest miary 1, chociaz nie zawiera
zadnego zbioru otwartego. na mocy regularnosci miary zawiera jednak zbiér domkniety
miary tak bliskiej 1, jak tylko zechcemy. Warto si¢ nad tym troche zastanowié¢, bo nasza
intuicja buntuje sie przeciw temu!



Przypomnijmy, ze dla zbiorow A, BC Rix € R
A+z={a+x:a€ A}, A—B={a—-b:a€ A, be B}.
Latwo widzieé, ze © € A — B wtedy i tylko wtedy, gdy AN (B + x) # 0.

5.1. Twierdzenie (Steinhaus). Jesli E C R jest zbiorem mierzalnym miary dodatniej,
to istnieje € > 0, taki Ze

(—e,e) CE—E.
Dowdd. Niech I, beda parami roztacznymi przedzatami takimi, ze

o0 3 (o]
Ec U, wE)>73 nl)
n=1

n=1

Wtedy
(o) 3 o
Z M(E N In) = 1 Z
n=1 n=1

wiec istnieje przedzial I = I,,, taki ze p(E N 1) > 3u(1).
Niech |z] < e = #. Pokazemy, ze x € F — E, co wobec dowolnoSci = oznacza, ze
(—e,e) C E — E. Rzeczywiscie,

Su(l
W(ENDUWEND +2)<p(IN(I+2)) < “i)
Gdyby zbiory ENii E NI+ x byly roztaczne, mielibySmy
6u(1)

p(ENTHHUu((ENI)+x)=2u(ENI) > ——,

4
co przeczy poprzedniej nieréwnosci. Tym bardziej, EN(E +x) # (), wiec © € E — E, czego
chcieliémy dowies¢. O

Widzimy wiec, ze chociaz zbiér miary dodatniej moze nie zawiera¢ zadnego przedzialtu, to
jest jednak na tyle duzy, ze zbidr réznic jego elementéw taki przedzial zawiera.
Przyktad. Odcinek [0, 1) wraz z dzialaniem
r@y=m(z+y)
tworzy grupe. Sprawdzimy, ze jesli E C [0,1) i ¢ € R, to
P (E®q) = p*(E).
W tym celu wystarczy sie ograniczyé¢ do —1 < ¢ < 1. Niech najpierw 0 < ¢ < 1. Mamy
Edqg=(E+qN[0,1)U(E+¢q—1)N][0,1)° = Ey U Ejs..

Niech € > 0 1 niech
E+qcl|JP.., P.eP,
n



gdzie Y, | Py| < p*(E) + &. Wtedy
(B q) < pf(By) + it (Ba) < pr (U Pan0,1) + i (U(Pa = 1)1 [0,1)°)
< (UPan[0,1) +p* (UEn) n[0,1)°)
= (Ur) < Enj |P| < p*(E) + e,

a wiec
(*) P (E®q) < p*(E),

gdy 0 < ¢ < 1. Analogicznie postepujemy, by otrzymaé (*) dla w przypadku —1 < ¢ < 0,
co razem daje pozadang réwnoscé.

Przyktad. Podamy przyklad zbioru niemierzalnego. W zbiorze [0, 1) rozwazmy relacje
T~y <= rz—yEeqQ.

Nietrudno sie przekonadé, ze jest to relacja réwnowaznosci i klasa abstrakcji elementu x € R
jest zbiér
Q(z) ={m(z +q):q € Q}.
Na mocy pewnika wyboru istnieje wiec zbiér T' C [0,1) majacy z kazda klasa abstrakcji
doktadnie jeden element wspélny. Zbiory T @ q; i T @ ¢o sa roztaczne dla réznych wymier-
nych q1,q 1 maja wszystkie jednakowa miare zewnetrzna u(7T @ q) = p(T) dla kazdego
q € Q. Ponadto
[0,1) = U T®q.
qeqQ
Twierdzimy, ze zbiér T jest niemierzalny. W przeciwnym bowiem razie zbiér [0, 1) przed-
stawialby sie jako przeliczalna i roztaczna suma zbioréw mierzalnych jednakowej miary,
co jest niedorzecznoscia.

Przyktad. Rozwazmy jeszcze przyklad, ktéry podaje pewne uogdlnienie konstrukeji
zbioru Cantora. Z odcinka [0, 1] usuhmy przedzial otwarty U; dlugosci a1 = ¢, gdzie
0 < ¢ < 1. Nastepnie ze zbioru [0,1] \ Uy, ktéry jest suma dwdch roztacznych odcinkéw
domknietych, usunmy zbiér otwarty Us bedacy suma dwéch przedziatow otwartych, po
jednym z kazdego odcinka domknietego, o tacznej dilugosci az = ¢(1 — a1). Postepujac
indukcyjne po n krokach pozostaje nam zbiér domkniety [0, 1] \ U, bedacy suma 2" roz-
tacznych odcinkéw domknietych, a suma taczna dlugosdci usunietych odcinkéw otwartych
w(Up) = ap. W kroku n + 1 z kazdego z tych odcinkéw domknietych usuwamy odcinek
otwarty, a taczna dtugosé¢ tych odcinkéw wynosi

n
(5.2) W(Uni1) = ans1 = q(1— 3 ag).
k=1
Niech C = [0,1] \ Us=; Ug. Zbior C jest niepustym zbiorem domknigtym miary 0, nieza-
leznie od wartoéci ¢q. Zauwazmy bowiem, ze

o0
Sa<
k=1
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co wynika z konstrukeji. Zatem a,, — 0 i na mocy (5.2)

[e.e] o0
Zak = ZM(Uk) = 1a
k=1 k=1
a wiec
o
p(C) =1—-p(|J U =0.
k=1
Mozna pokazaé, ze zbiér C' jest rownoliczny ze zbiorem Cantora, a wiec nieprzeliczalny.

6. FUNKCJE MIERZALNE

Niech bedzie dany zbiér X z o-cialem B C 2¥. Elementy B bedziemy nazywaé zbiorami
mierzalnymi. Funkcja f : X — [—o00, 00] nazywa sie mierzalna, jesli dla kazdego o € R
zbiér

fHl-00,0)) ={z € X : f(z) <a}
nalezy do B.

6.1. Funkcja f : X — [—o00,00] jest mierzalna, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego zbioru
borelowskiego E € B(R) jego przeciwobraz f~1(E) jest elementem ociala B.

Jest rzeczg oczywista, ze jesli f jest mierzalna, to takze funkcje —f, af, o € R, sa
mierzalne.

6.2. Lemat. Jesli f,g sqg mierzalne, a ¢ : (—o0,00]?> — (—o00,00] funkcjqg cigglq, to

h(z) = ¢(f(x),g(x) jest mierzalna.
Dowéd. Niech F : X — (—o00,00]? bedzie okreélona jako F(x) = (f(z),g(x)). Wtedy
W= (U) = F~H (71 (U)).

Jesli U C (—o0,00] jest zbiorem otwartym, to istnieja ciagi Uy, Vi otwartych zbioréw w
(—o0, 0], takie ze

e ' (U) = Uk x Vi,

k
wiec
W HU) = JF U x Vi) = F 1 UR) N g™ (Vi)
k k
Jako ze f~Y(Uy),g (Vi) € B, takze h=1(U) € B. O

6.3. Wniosek. Jesli f, g sq funkcjami mierzalnymi, to takze f+g, f-g i|f| s¢ mierzalne.

6.4. Jesli (fn) jest ciggiem funkcji mierzalnych zbieznym punktowo do funkcji f, to f jest
tez mierzalna.

Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze

{Q:GX:f(x)>a}:U ﬂ{xGX:fn($)>a}.

N n>N
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Funkcja mierzalna f : X — R nazywa sie prosta, jeSli przyjmuje tylko skonczenie wiele
wartosci. Jedli ¢ jest funkcjag prosta o réznych od zera i réznych miedzy soba wartosciach
at,...,an, to

N

(*) Y = Z QL XEy,

k=1
gdzie
By ={r € X : o) = a)

sg zbiorami mierzalnymi. Kazda funkcja mierzalna postaci
=" BeXF,
k
gdzie F}, sa mierzalne, a O € R, jest prosta, nawet jesli zbiory FJ nie sg parami rozlgczne, a
B niekoniecznie rézne od zera. Postaé (x) funkcji prostej ¢ bedziemy nazywaé kanonicznag.

6.5. Funkcje proste tworzq przestrzen liniowq. Jesli ¢ jest funkcjq prosta, to takze || jest
funkcjq prostg.

6.6. Jesli f jest nieujemng funkcjg mierzalng, to istnieje rosngcy cigg nieujemnych funkcyi
prostych @, zbiezny do f, przy czym zbieznos$c jest jednostajna, gdy f jest ograniczona.

Niech najpierw 0 < f < M. Dla n € N niech

kEk—1M kM
En,kZ{xEXi()<f(a:)<}, 1<k<n
n n
i niech
" (k—1)M
o=y B
k=1 n

Jak tatwo zauwazy¢,
M
0< f(a) ~ pula) < =
a wiec zbiezno$¢ jest jednostajna w przypadku funkcji ograniczonej.
Jedli f > jest ograniczona, a nawet przyjmuje wartos¢ oo, postepujemy tak: Dla kazdego
M € N definiujemy

)

v =gm + Mxg,,
gdzie gy = min(f, M), a Epy = {x : f(x) > M}. Ciag (fur) zdaza do f, a kazda z funkcji
g jest granica odpowiedniego ciggu funkcji prostych.

7. DEFINICJA CALKI

Niech teraz p bedzie miara na o-ciele B C 2X. Dla nieujemnej funkcji prostej w postaci
kanonicznej

¥ = Z QR XEy,
k

definiujemy

/wdu = apu(Ey).
k
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7.1. Jesli ¢ jest nieujemng funkcjg prostg, to
=/ soduz/XAstu
A
jest miarg.
7.2. Jesli o, > 0 sq proste,to
/(Wrw)du: /wdu+/wdu-
Dowad. Niech

=Y axE, v => Bixr
k J

beda postaciami kanonicznymi. Niech Ag; = Ep N Fj i A = Uy ; Ax;. Wtedy

/(Wﬂ/})dM:/A(er%b)du:Z/Ak_(soﬂ/ﬂ)du
:Z(O‘k+ﬂj (Agj) dp = Zakz,u (Arj) +ZBJZM (Akj)

k“hj

= S ownle) = 3 (5 /sodu+/wdu

Calke dowolnej nieujemnej funkcji mierzalnej definiujemy jako

/fdu= sup /sodu,
0<p<f

gdzie funkcje ¢ sa proste. Ponadto dla zbioru mierzalnego F
| rdu= [ fxedu

Nastepujace wlasnosci catki wynikaja wprost z definicji. Niech funkcje f,g > 0 i zbiory
A, B beda mierzalne. Wtedy

1. Jezeli f<g,t00< [ fdu< [gdp,

2. Jezeli AC B, to [, fdu < [z fdp,

3. Jezeli c € [0,00], to [cfdu=c [ fdpu,

4. Jesli p({z : f(x) >0})=0,to [ fdu=0.

8. TWIERDZENIA GRANICZNE

8.1. Lemat. Jesli cigg mierzalnych funkcji nieujemnych (fy,) jest zbiezny monotonicznie

do funkcji f, to
/fdu = liggl/fndu-
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Dowdd. Jest jasne, ze
lim / Fodp < / fdp.

Dowiedziemy nieréwnoéci przeciwnej. Niech 0 < ¢ < f bedzie funkcja prosta, a 0 < ¢ < 1.
Niech

By = {2 € X : ful@) > cp(a)}.
Latwo zauwazy¢, ze zbiory E, sa mierzalne, monotoniczne i X = J,, E,,. Dlatego

/fndu>/ fdu)c/ pdj
E, En

lién/fn >c/g0du.

Wobec dowolnoéci ¢ i ¢, otrzymujemy
tn [ o> [ sap.
n

8.2. Wniosek. Jesli f, g sq nieujemnymi funkcjami mierzalnymsi, to

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

Dowaéd. Niech ¢, i 9, beda monotonicznymi ciagami nieujmnych funkcji prostych zbiez-
nymi odpowiednio do f i g. Wtedy

/(f+g)du=1im/(¢n+wn)du
= 1im/g0nd,u+lim/¢nd,u = /fd,qu/gd,u.

a po przejsciu do granicy

8.3. Wniosek. Jesli f,, > 0 sq mierzalne, to
/andﬂz Z/fndﬂ

8.4. Lemat (Fatou). Jesli f,, sq nieujemnymi funkcjami mierzalnymi, to
/liminf frndp < liminf/fndu.
n n
Dowdd. Niech f = liminf, f, i niech
gn = égfb Tk
Mamy
hglngn:.ﬂ 0 < gn < Gnt1 < fny1,

a wiec

/liminf fndp = /fdu = lim/gnd,u < liminf/fnd,u.
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Bedziemy méwili, ze ciag funkcji mierzalnych jest zbieiny punktowo prawie wszedzie,
jesli istnieje zbiér miary zero F i funkcja mierzalna f, taka ze

f(:c)zliznfn(x), re X\ E.

9. PRZESTRZEN FUNKCJI CALKOWALNYCH
Zacznijmy od prostej uwagi.

9.1. Uwaga. Jedli f jest nieujemna funkcja mierzalng i

/fdu < 00,
to zbidr
E={zxeX: f(zx) =00}
ma miare zero.

Dowdd. Istotnie, zbidér E mozna przedstawi¢ jako przeliczalny przekréj

E=(\E.  E.={zeX:f(z)>n},

gdzie
1
p(En) < [ rdn,
wiec
W(E) = lim j(E,) = 0.
O

Funkcje zespolona f : X — CU{oo} nazywamy mierzalna, jesli dla dowolnego otwartego
U C C U {oo} przeciwobraz f~1(U) jest mierzalny. Nietrudno zauwazyé, ze f = u + iv
jest mierzalna, wtedy i tylko wtedy gdy funkcje rzeczywiste u,v sa mierzalne. Zatem z
mierzalnosci f wynika mierzalnosé funkcji

= Va2
gdzie u =Re f, v =Im f. Jesli f jest rzeczywista i mierzalna, to mierzalne sa tez funkcje
p=max(f,0)>0,  fo=fi—f>0.
Funkcje f: f: X — C U {oco} nazywamy calkowalng, jesli

[ 17(@)u(de) < o0,

a catke z funkcji catkowalnej okreslamy przez

[ f@ntdn) = [uwr@ptdo) - [u_(@)p(da)
+i [ve@ptde) =i [v_(0)n(da).

Zauwazmy, ze jeSli g oznacza jedng z czterech nieujemnych funkcji sktadowych, to

0<g<|f],
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a wiec wszystkie cztery calki maja sens i sa skonczone. Ponadto, kazda z tych funkcji
jest skoniczona poza zbiorem miary zero. Zbioér wszystkich funkcji catkowalnych bedziemy
oznaczaé przez

L'=LYX) = LYX, p).
9.2. Jedli funkcje f, g sq catkowalne, to
/(f+g)du=/fdu+/gdu-
Dowdd. Wystarczy rozpatrzy¢ przypadek funkcji rzeczywistych. Niech F' = f 4 g. Wtedy
Fr—F " =f"—f"+g"—g,

a wiec
Ft4+f 49 =fT+g"+F,

/F++/f_+/g_:/f++/g++/F+.
Porzadkujac, mamy

Jrfr e gy
/F:/f+/g

skad

czyli

O
9.3. Jesli f jest catkowalna i o € C, to
/afd,u:oz/fd,u.
Dowdd. Najpierw tatwo sprawdzamy, ze jesli f jest rzeczywista, a liczba ¢ € R, to
/cf:c/f, /if:i/f.
Niech teraz f = u + iv, a = a + ib. Wtedy
af =au—bv+ilav + bu),
wiec
/af:a/u—b/v+i(a/v+b/u)
:a/W+M0+%/W+MO
= a/f.
O

9.4. Jesli f jest catkowalna, to

[ sl < [1f1n.
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Dowdd. Niech ¢ bedzie liczbg zespolona o module 1, taka ze

I/fdul ZC/fdu-

|/fd/ifzc/fdu=/u+du—/u_d,u
</“+dﬂ+/U—dﬂ=/IUIdu</If!dﬂ,

gdzie po drugiej réwnosci pomineliémy cze$é urojona, bo nasza liczba | [ fdu| jest rzeczy-
wista. O

Wtedy

9.5. Twierdzenie. Przestrzen L'(X, ) jest przestrzeniq liniowg nad C, a calka

£ [t

cigglym funkcjonatem liniowym.

W przestrzeni L' (X, ;1) zdefiniujmy pétnorme

£k = [ 171dn

9.6. Twierdzenie (Lebesgue’a o zbiezno$ci zmajoryzowanej). Jesli cigg funkcji
catkowalnych fy jest zbieiny punktowo i ma majorante

[fa(@) <g(x), g€ LY(X,p),
to granica f(x) = lim f,(z) jest funkcjq calkowalng i

If = falli — 0.
Dowdd. Zalézmy na razie, ze funkcje f, sa nieujemne i f, — 0. Wtedy réwniez funkcje
g — fn sa nieujemne i na mocy lematu Fatou oraz réwnosci liminf(—a,) = —limsupa,
mamy
/gdu = /li;gl(g — fn)dp < lim igf/(g — fn) dp
< /gd,u—l—liminf/(—fn)d,u = /gdﬂ—limsup/fndu,
n

skad

liTIln/fndu = lim Sup/fnd,u =0,

bo funkcje f, sa nieujemne.

Niech teraz f, beda dowolne. Niech f = lim,, f,,. Granica f jest mierzalna i catkowalna,
bo |f| < g. Stosujac pierwsza cze$¢ dowodu do nieujemnego ciagu |f, — f| — 0 funkcji
catkowalnych, ktéry spelnia |f, — f| < 2g, otrzymujemy

tn | £~ £l = tim [ £~ fldp =0,

co jest nasza teza. O
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Jak latwo widaé, przestrzen zerowa pélmormy f — | f]|1, to
Ly(X, ) = {f € L'(X, ) « || fll1 = 0}
={fe LY X,pn); f(z) =0dlapw. z € X}

Jako ze Lo(X, p) zawiera si¢ w jadrze funkcjonalu f +— [ fdu, funkcjonal ten mozna w
naturalny sposob rozwazaé na przestrzeni unormowane;

LNX, p) = LN(X )/ Lo(X, ).
Jedli f = f + L§(X, ) jest klasa abstrakcji f, to

[ Fan= [ gdn. 171 = [ 171

Trzeba jednak pamietac, ze w przestrzeni ilorazowej traci sens pojecie zbieznosci punk-
towej, ktére trzeba zastapi¢ pojeciem zbieznosci punktowej prawie wszedzie. W dalszym
ciggu bedziemy operowaé¢ funkcjami catkowalnymi, pamietajac, ze sa one reprezentantami
klas abstrakcji funkcji rownowaznych. Aby nie rozbudowywaé¢ nadmiernie notacji bedziemy
opuszczaé znak ~ nad symbolem przestrzeni ilorazowej.

9.7. Jesli cigg (fn) jest zbieiny do f w LY(X), to istnieje podcigg (fn,) #zbieiny do f
prawie wszedzie.

Dowdd. Skoro ciag (fn) jest zbiezny w normie L'(X), to istnieje podciag (fy, ), taki ze

00
Z ank+1 - fnk”l < 00.
k=1

Przyjmijmy dla wygody, ze f,, = 0. Jesli wiec

(o.]
g = Z ’fnk+1 - fnk|’
k=1
to
(o]
/gdu <SS M foper = Funlli < o0
k=1

i w takim razie dla prawie wszystkich x

Z‘f”k+1 fnk( )‘ < 00,

skad wynika zbieznos$¢ szeregu, a wiec i zbieznos¢ ciagu (fy, (x)) dla prawie wszystkich x.
W istocie, mamy

Jr () = fra () + Z Jrj (@) = f; (@ Z Jrjir (@) = foy (@),

a wiec
lilgn Jn(2) = h(z),
gdzie

ankJrl — fri (@), |h(z)| < g(z).
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Na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej, || fn, — h|l1 — 0, a wiec

If = hlly < If = faplle + 1 fo = hllL = 0,
gdy k — o0, czyli f = h prawie wszedzie. O

9.8. Przyklad. Niech nasza przestrzenia miarowa bedzie odcinek [0, 1] z miara Lebes-
gue’a. Dla kazdego n € N rozwazmy odcinki
k-1 k ]

En,k:|: n 'n

1<k<n.

Ustawmy wszystkie te odcinki w jeden ciag Ey, i zdefinujmy f,,, = xg,,. Latwo wida¢, ze
| fmll1 — 0, liminf f,,(xz) =0, limsup fr,(z) =1

dla wszystkich z € [0, 1]. Tak wigc ciag zbiezny w normie L' moze byé rozbiezny wszedzie.

9.9. Twierdzenie. Przestrzer unormowana L' (X, 1) jest zupetna.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze kazdy absolutnie zbiezny szereg elementéw L' jest zbiezny.
Niech wiec f, € LY (X, p) i

[eS)
Y fallh < 0.
n=1

Niech g = 30° 1 | fn|- Funkcja g jest nieujemna funkcja mierzalna i

(e e}
/gdu < Z/Ifnldu < o0,

k=1

a wiec
g(@) =Y |fala)] < o0

n=1

dla p.w. x € X. Zatem szereg
n=1

jest zbiezny p.w. i definiuje funkcje catkowalna, bo |f| < g p.w. Pozostaje pokazaé, ze f
jest suma szeregu 3 f, w normie przestrzeni L'. Rzeczywiscie,

N N 00
19 =5 falle = [15 =3 falde= [ 132 fuldu
n=1 n=1

n=N+1
o0 o0
< Y [lde= 3 sl —0.
n=N+1 n=N+1

gdy N — . O
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10. PRZESTRZENIE LP(X, 1)

10.1 (Nieréwno$éé Holdera). Niechp >0, ¢ >0 oraz 1/p+1/q =1. Wtedy

1/q

N N Ur /N
> apby < <Z a,fj> (Z b%) , ag, by > 0.
k=1 k=1 k=1

10.2 (Nieréwnos¢ Holdera dla catek). Niechp >0, ¢ >0 oraz 1/p+1/q = 1. Wtedy

/fgdu < (/ fpdu)l/p (/quu>l/q, fi9>0.

10.3 (Nieré6wnos¢ Minkowskiego). Dia kazdego 1 < p < oo mamy

(furvora) "< ([rra)"+ ([oan)”. o< ryenes

Dla funkcji mierzalnej f i 1 < poo definiujemy

191, = ([ 1)

LP(X,p) ={f € Mes(X, p) : || fllp < o0}

oraz

10.4. Twierdzenie. Funkcjonal f — | f||, jest normg na przestrzeni wektorowej LP(X, ).
Przestrzen ta jest zupeina.

Dowdd. To ze LP(X ) jest przestrzenia wektorowa, a f +— || f||, norma wynika z nieréw-
noééi Minkowskiego. Zupeosci dowodzi si¢ bardzo podobnie do zupetnoéci LY(X, p). O

10.5. Twierdzenie (Lebesgue’a o zmajoryzowanej zbieznosci dla LP). Niech 1 <
p < 00. Niech bedzie dana nieujemna funkcja g € LP(X, p) oraz cigg funkcji f, € LP(X, u),
taki ze | fn| < g. Jesli cigg (fn) jest zbiezny p.w. do funkcji f, to f € LP(X,u) i

[ = fllp = 0.

Dowdd. Ciag funkcji catkowalnych |f,|P jest zbiezny p.w. i zmajoryzowany funkcja catko-
walna ¢P, wiec na mocy twierdzenia Lebesgue’a dla L! funkcja |f|P jest calkowalna, czyli
f € LP(X,u). Stosujac raz jeszcze twierdzenie Lebesgue’a do ciagu |f, — f|P zbieznego
p.w. do 0 i zmajoryzowanego funkcja catkowalna 2PT1¢?, otrzymujemy teze. (Il

10.6. Dla kazdego 1 < p < oo funkcje proste calkowalne lezg gesto w LP(X, p).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze funkcja prosta

¥ = Z QL XEy
k
w postaci kanonicznej jest calkowalna, wtedy i tylko wtedy gdy u(E)) < oo dla kazdego
k. Taka funkcja jest tez catkowalna z p-ta potega. Aby udowodni¢ nasze twierdzenie,
wystarczy wskazaé dla kazdej funkcji nieujemnej f € LP(X, u) ciag catkowalnych funkeji
prostych ¢, taki ze

If = @nllp = 0.
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Skoro f jest nieujemna, istnieje cigg funkcji prostych 0 < ¢, < f zbiezny punktowo do f.
Funkcje ¢, sa catkowalne, bo f € LP(X, ). Na mocy twierdzenia Lebesgue’a dla LP

If = @nllp = 0.



