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1. PoOLA WEKTOROWE

Niech M bedzie rozmaitoscia rézniczkowalna. Funkcjonal liniowy & na C°°(M) nazywamy rézniczkowa-
niem w punkcie a € M, jedli

§(fg9) = &(flgla) + f(a)(g),  f,g€ CF(M).

Przestrzen liniowa wszystkich takich funkcjonaléw nazywamy przestrzeniq styczng do M w punkcie a i
oznaczamy przez Ty (M).

Odwzorowanie liniowe X : C*°(M) — C°°(M) nazywamy rozniczkowaniem algebry C*° (M), jesli
spelnia ono warunek

X(fg)=X(flg+ fX(9),  f,g€C™(G).

Przestrzen liniowa wszystkich rézniczkowan oznaczamy przez X (M ).

Jesli X € X(M), to dla kazdego a € M
Xo(f)=X[fla),  feC®(M),

jest wektorem stycznym w a, X, € T,(M). Dlatego rézniczkowania nazywamy réwniez polami wektoro-
WYML.
Niech F': M — N bedzie gtadkim odwzorowaniem rozmaitosci rézniczkowalnych. Pochodng F' w punkcie
a € M nazywamy odwzorowanie liniowe

F'(a) : To(M) — Tr(a)(N)
zadane wzorem

(F'(@)&)(f) =&(foF), &€ Tu(M).

W szczegdlnodcei, jesli v : (—e,e) — M jest gladka krzywa, to

d )
0] =7(0)1= &) € Ty (M),
gdzie
d
Sof =5 fow),  fec o).

Jesli M = U jest otwartym podzbiorem R", to dla kazdego a € U i kazdego £ € T,(M) istnieje wektor
u € R™, taki ze

€)= Flaju=0uf(@) = S wdrfla),  feC¥U),
k=1

Ponadto
uy, = &(Ix), I (z) = .
Odpowiednioé¢ £ — u jest liniowa i wzajemnie jednoznaczna. Widaé stad, ze dim T, (U) = n.
Kazde pole wektorowe na U ma postac

n
X = Z ukﬁk,
k=1

gdzie up = X (Ix) sa funkcjami gladkimi.
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Niech teraz M bedzie rozmaitoscia, V' jej podzbiorem otwartym, a ¢ : V. — ¢(V) = U C R" mapa.
Zauwazmy, ze ¢ : V — U jest dyfeomorfizmem. Jesli X € X' (M), to

X = Z arof
k
na zbiorze V', gdzie
9 (@) = (¢ ) (¢(a))O(a),  ar = X(px) € CZ(M).
Widzimy zatem, ze wymiar przestrzeni stycznej T, (M) jest zawsze réwny wymiarowi rozmaitosci.

Niech X bedzie polem wektorowym na rozmaitosci rézniczkowalnej M. Dla kazdego a € M istnieje
otoczenie U,, €, > 0 i odwzorowanie

(_5a75a) X Uy 2 (t,.’L‘) — (Pt(x> € M,
takie ze dla kazdej funkcji f € C°(M)

d
ZF(e@) =Xf(a@), @) =,
dla z € U, oraz |t| < €4, a ponadto

©1 0 0s(T) = Prys(),

oile t,s,t +s € (—eq,84) 1 ps(x) € Ug. Jesli istnieje jeden wspdlny € > 0 dla wszystkich a € M, to
odwzorowanie (*) przedluza sie jednoznacznie na R x M.

Odwzorowanie ¢ nazywamy potokiem fazowym pola X. Rodzina odwzorowan = — ¢ (x) to lokalna
grupa dyfeomorfizméw pola X, a krzywe t — ¢ () to krzywe calkowe pola X.

Niech XY beda polami wektorowymi na M. Wtedy
(X, Y]=XY -YX
jest takze polem wektorowym. Dzialanie
(X,)Y) = [X,Y]
okreslone na X (M) jest dwuliniowe antysymetryczne i spelnia tozsamosé Jacobiego:
[(X.Y],2] = [[X,2],Y]+ X, ¥, 2],

Moéwimy, ze X (M) spelnia aksjomaty algebry Liego.
2. ODWZOROWANIE EKSPONENCJALNE

Grupg Liego nazywamy rozmaitos¢ rézniczkowalng wyposazona w strukture grupy, w taki sposob ze
dzialanie

GxG>3(z,y)—»zlyed
jest klasy C'*°.

Wsrod pol wektorowych na grupie Liego G wyrdzniamy pola lewostronnie niezmiennicze, tj. takie ze

X(fa) = (X[)a;

gdzie f,(x) = f(ax). Pola te tworza podalgebre Liego g algebry Liego X (G), zwana algebrg Liego grupy
Liego G. Odwzorowanie
05X — X, €T (G)

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych g i T, (G).
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Niech X € g. Kazda krzywa catkowa ¢ — ¢(e) pola X przedtuza sie¢ do homomorfizmu
R>t—~(t) €G.

Aby to udowodnié, zauwazmy najpierw, ze jesli (—e,e) 3 t — ¢i(e) € G jest krzywa calkowa pola X
wychodzaca z e, to (—¢,e) D t — agpy(e) jest takaz krzywa wychodzaca z punktu a. Zatem ¢ = ¢, dla
wszystkich a € G i na mocy (1.5) krzywe catkowe sa globalne. Niech

V() =@ile),  teR.
7 powyzszego widaé, ze
ay(t) = ei(a),
wiec po podstawieniu a = y(s) otrzymujemy
Y()v(t) = e (1(s)) = @elps(e)) = prys(e) =y(t + s).
Globalng krzywa catkowa ~vx pola X wychodzaca z punktu e nazywamy jednoparametrowq podgrupg
grupy G wzdhuz pola X i tradycyjnie oznaczamy
exptX = yx(t).
W ten sposéb definiujemy odwzorowanie
g2 X —expX €@,
ktére jest klasy C°.
Wspélrzedne kanoniczne pierwszego rodzaju:. Istnieje otoczenie zera U w algebrze Liego g, takie
ze exp(U) jest otwartym otoczeniem e w G oraz
exp : U — exp(U)
jest dyfeomorfizmem. Wynika to stad, ze
exp'(0)Z = Z..
Rzeczywiscie, dla Z € g

(exp'(0)2)(f) = Z(f o exp)(0) flexptZ) = Zu(f).

= o

Na og6t odwzorowanie exp nie jest ani injektywne, ani surjektywne. Jest jednak klasa grup Liego zwanych
eksponencjalnymi, dla ktorych exp : g — G jest bijekcja, a wiec dyfeomorfizmem. Naleza do niej wszystkie
nilpotentne (spdjne i jednospdjne) grupy Liego i cze$é rozwiazalnych grup Liego.

Wzér Taylora. Niech X € g. Wtedy dla maltych t € R

f(exth):kz:%) x tk—i—(n_l)!/o(l—s) LX" f(exp sX) ds.
Podobnie, dla matych X
noyk
flep X) =3 XD o 1,

k=0
Mamy tez

flexptXexpsY) = f(e) +tX f(e) + sY f(e)

+ %tQXQf(e) F XY f(e) + %SQYQf(e) Fo(+82).

Stwierdzenie. Dla X,Y € g dostatecznie bliskich zera

1
exp X expY = exp (X +Y + i[X’Y] +o(X]*+ |Y|2))



2.9. Dowdd: Dla ustalonych X,Y € g i dostatecznie malych ¢, s € R niech
Z(t) = exp ' {exptX exptY},

tak ze
exptX exptY = exp Z(t).

Dazymy do pokazania, ze
Z(t) =tX +tY + %tQ[X, Y]+ o (7).
Dla f € C*°(G) mamy
flexptXexptY) = f(e) +tX f(e) +tY f(e)

+ %tQXQ Fl&) + 2XY f(e) + %RW Fe) + o (12).

Z drugiej strony na mocy wzoru Taylora (*) i rozwiniecia
1
Z(t) = Zit + §th2 + 0 (%),
mamy

Flexp 2(1)) = £(e) + Z)F(e) + S 202 F(e) +0(1Z(1)P),
a wiec
Flesp Z(0) = Z1f ()t + (72 + 30 (0 +0 (1),
skad przez poréwnanie
Zi=X+Y, Zo=[X,Y]

2.10. Wniosek. Dla XY € g
exp(X+Y)= liﬁn(exp X/nexpY/n)"

oraz
exp[X, Y] = lim(exp X/n, exp Y/n)"2.
n

2.11. Wspélrzedne kanoniczne drugiego rodzaju: Niech {E}}}!_; bedzie baza g i niech
n
\II(Z xpEx) = expx1FEyexpxoFEs . ..exp x, Ey.
k=1
Wtedy istnieje otoczenie zera V' w g, takie ze U(V') jest otwarte oraz
U:V—=YV)

jest dyfeomorfizmem.
Aby to udowodnié, przyjmijmy najpierw, ze g = g1 @ go. Niech

F(X1 + X3) = exp Xj exp X, X € g1, X2 € go.
Zatem, jesli X = X1 + Xo, to
F(X) =exp(X1 + Xa+o(|X1| + |X2])) = exp(X + 0 (] X])),

a wiec F'(0) = exp’(0) i odwzorowanie F' spelnia nasza teze. W ten sposéb przez indukcje pokazujemy,
ze U'(0) = exp/(0).
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3. HOMOMORFIZMY

Lemat. Jesli v : R — G jest ciaglym homomorfizmem, to istnieje pole X € g, takie ze
~v(t) = exptX.

Dowéd: Niech U = expV bedzie kanonicznym otoczeniem jednosci pierwszego rodzaju. Wybierzmy
otoczenia U; = exp Vi, tak aby Vi + Vi C V i UZ C U. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze
v(t) € Uy dla |[t| < 1. Niech X,Y € V] beda takie, ze exp X = (1), expY = v(1/2). Wtedy

exp X = (expY)? = exp2Y,
wiec Y = X/2. Przez tatwa indukcje, v(t/2%) = exp X /2%, wiec takze
~(t) = exptX
najpierw dla wymiernych, a przez ciaglo$¢ juz dla wszystkich |¢| < 1. To oczywiscie pociaga réwnosé dla

te R.

Twierdzenie. Niech ¢ : G — H bedzie ciaglym homomorfizmem grup Liego. Istnieje wtedy homomor-
fizm ® : g — b algebr Liego, taki ze

exp ®(X) = p(exp X), X eg.
W szcezegdlnosci p € C°(G, H) i
(€)X = B(X).
W ostatniej réwnosci utozsamiliSmy algebre Liego g z przestrzenia styczna T, (G).
Dowéd: Dla dowolnego X € g
V(t) = plexptX)
jest ciagtym homomorfizmem z R w H, wiec dla jednoznacznie wyznaczonego ®(X) € b

p(exptX) = exptP(X), te R.

W ten sposob zdefiniowalismy przeksztalcenie @ : g — h. Pokazemy teraz, ze jest ono homomorfizmem
algebr Liego. Przede wszystkim z definicji wida¢, ze

(LX) =tP(X), Xeg, teR.
Niech teraz X,Y € g, t € R. Mamy

exp (CD(X) + @(Y)) = lim (exp O(X)/nexp @(Y)/n)n

= lirrln ( (exp X/nexp Y/n)n = hm gp(exp X/n+Y/n+o (1/n))
= lim plexp(X +Y +0(1)) = (exp(X +Y)) =expP(X +7Y),
skad wynika, ze
P(X+Y)=2(X)+ 2(Y)

dla matych XY € g. Ale ® jest jednorodne, wiec wtasno$¢ addytywnosci rozszerza sie na wszystkie
wekotory X,Y € g. Aby wykazac, ze

O([X,Y]) = [@(X), 2(Y)]
rozumujemy podobnie:
exp[®(X), d(Y)]) = lim ((exp ®(X)/n, exp &(Y)/n)
p(exp X/n, epr/n) " li}lngp(exp[X/n, Y/n]+o (1/712))”2
lim o (exp([X, Y] +0(1)) = p(exp[X, Y]) = exp ®[X, Y],

n2

/

= lim
n

skad wynika, ze
(I)[X7 Y] = [(I)(X)v (I)(Y)]
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dla matych XY € g. Ale ® jest jednorodne, wiec wlasnosé Liego rozszerza sie na wszystkie wekotory
XY €g.
Ze wzoru (#) wynika, ze
exp ! op o exp(X) = &(X)
w pewnym otoczeniu zera w g, co pokazuje, ze ¢ jest gladkie w otoczeniu jednosci. Ten sam wzoér (#)
pokazuje, ze
d
/ X — / X —

dOXe =g X =]

wiec exp(¢'(€)X) = p(exptX), a stad ¢'(e) X = ®(X).

p(exptX),

4. PEENA GRUPA LINIOWA I JEJ PODGRUPY

Niech L(n) oznacza przestrzen liniowa wszystkich przeksztalcen liniowych R™, a GL(n) grupe prze-
ksztalcen nieosobliwych. Niech A € L(n). Wtedy t — e jest grupa jednoparametrowa w GL(n), a
odpowiadajace jej pole wektorowe to

X =— 4.
NOOESARNICES
Na odwrét, dla kazdego pola X € g istnieje Ax € L(n), taka ze
d
X = — tAxy,
NOGIOESARNICESY

Przyporzadkowanie

gl(n) > X — Ax € L(n)
jest liniowe, a wiec jest izomorfizmem. Mozemy zatem uwazaé L(n) za algebre Liego grupy GL(n),
a odwzorowanie wykltadnicze A — Exp (A) = e utozsami¢ z odwzorowaniem eksponencjalnym exp.
Mamy bowiem

expX = ex, X e gl,
co zilustrowano na ponizszym diagramie:

exp

gl(n) GL(n)

X — AX
Exp

L(n)

Moéwimy, ze rozmaitosé N zawarta w rozmaitoéci M jest podrozmaitoscig M, jesli N jest podprzestrzenia
topologiczng M, a odwzorowanie
Nozx—zeM

jest gladkie i regularne (maksymalnego rzedu).
Uwaga. Niech N bedzie podzbiorem rozmaitoéci M. Na N moze istnie¢ co najwyzej jedna struktura

podrozmaitosci M. Jedli dla kazdego punktu a € N istnieje otoczenie otwarte W, takie ze N N W jest
podrozmaitoscig W ustalonego wymiaru, to N jest podrozmaitoécia M tego wymiaru.

Moéwimy, ze podgrupa H grupy Liego G jest podgrupa Liego, jesli H jest podrozmaitoscia G. Jest jasne,
ze podgrupa Liego sama jest grupa Liego.

Twierdzenie Cartana. Kazda domknieta podgrupa G grupy GL(n) jest grupa Liego, a jej podalgebre
Liego mozna utozsami¢ z

LG={AcL(n):e’ecGdateR}.
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Dowéd: Zacznijmy od tego, ze LG jest algebra Liego, co wynika wprost z Wniosku 2.10 i definicji.

Najwazniejsze teraz to pokazaé, ze istnieje otoczenie zera U C LG, takie ze Exp (U) jest otoczeniem
jednoéci I € G. Przypusémy nie wprost, ze tak nie jest. Istnieje wtedy ciag Y, ¢ LG, taki ze ¥ € G
jest zbiezny do identycznosci. Niech L(n) = LG @ LG i niech

U(A+B)=e%eP, AecLG,Be LG
Wtedy Y, = X,, + Z,, gdzie X,, € LG, Z,, € LG+ oraz X,, — 0, Z,, — 0. Ponadto
e?r = e Xnen € G,

Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze ciag Sn = Zn/|Zy| jest zbiezny do Sy € LG. Pokazemy, ze Sy
nalezy takze do LG, co jest niedorzecznoscia, bo wtedy So € LG N LG+ oraz |So| = 1.

Jako ze |Z,| — 0, istnieje ciag m,, € Z, taki ze m,|Z,| — t. Wtedy

Mn
(eZ") :emn\zn\sn_)etso7

wiec wobec domknietosci G i dowolnoéci t widzimy, ze Sy € LG.

Niech teraz W bedzie malym otoczeniem kanonicznym zera (pierwszego rodzaju) w L(n). Niech a € G.
Niech ¢, : U — V, = aExp (W) bedzie zadane wzorem ¢,(X) = aExp (X) dla X € W. Wtedy ¢, jest
dyfeomorfizmem oraz

o (aV NG) =W NLG,
a wiec aV N G jest podrozmaitoscia aV. Na mocy Uwagi 4.3 grupa G jest podrozmaitoscia, a stad
podgrupa Liego GL(n).

5. REPREZENTACJA DOLACZONA

Niech oy : G — G bedzie automorfizmem wewnetrznym G, tzn.
ag(h) = ghg™, hed.
Niech
Ag=oagle):g—g
bedzie odpowiadajacym mu homomorfizmem algebry Liego. Jak tatwo widaé,
Agn = AgAp,
wiec
G>g— Ay GL(g)

jest homomorfizmem grup Liego G — GL(g). Nosi on nazwe reprezentacji dolgczonej grupy Liego.
Znajdziemy odpowiadajacy mu homomorfizm (reprezentacje dolaczona) algebr Liego g — gl(g). Jak sie
okaze, tym homomorfizmem jest

g3 X —adx € gl(g) = L(g),
gdzie adx (V) = [X,Y].
Twierdzenie. Mamy
Acxpx = exp(ady) = eadX, X eg.
Dowéd: 7 definicji
Qexptx (exp sY) = exp {Aexprx Y } = exp sAexpix Y, t,s € R.
Lewa strona jest rowna
L(s,t) = exp (s(Y +[X, Y] + 57 Z(t,9))),

gdzie Z(t,s) = o (t? + s%). Jako ze s — Qexprx(expsY’) jest przy ustalonym ¢ podgrupa jednoparame-
trows,
L(s,t) = exp (s(Y +[X, Y] + Z(1))),
gdzie Z(t) = o (t?). Zatem dla malych s
Y +tX, Y]+ Z(t) = Aexprx (Y),
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skad po zrézniczkowaniu w punkcie t = 0
d
—|  AexpixY = [X,Y] =adxY.
dt = PX { J = adx

d

Mamy wigc grupe operatoréw liniowych Aexpex = Tt € L(g), taka ze 5
t=

Ti = adx. Z teorii zwyczaj-
0
nych liniowych réwnan rézniczkowych wynika ze
tad
Aexp tx = eox,

Whniosek. Niech X,Y € g. Wtedy
il
dt

t=0ds

| &XP tX expsY exp(—tX) = [X,Y].
s=

Dowdd. Faktycznie,
i‘ a
dt

tadxy — ad ().
t=0ds € adx(Y)

d
tX expsY exp(—tX) = —|  Awpix¥ = —
s=0 P xp s eXp( ) dt ‘t:ﬂ exptX dt ‘t:O

g

Whiosek. Pola niezmiennicze komutuja, wtedy i tylko wtedy gdy ich grupy jednoparametrowe komutuja.
Dowdéd: Niech X, Y € g. Jedli
exptX expsY =expsY exptX,

to z Wniosku 5.5 natychmiast wynika, ze [X,Y] = 0.
Jedli natomiast [X,Y] = 0, to dla kazdego t € R jest Y = e!®4XY i z Twierdzenia 5.3 wynika, ze

y exptX expsY exp(—tX) =Y,
s

s=0

wiec
s+ exptX expsY exp(—tX)
jest podgrupa jednoparametrows Y, czyli

exptX exp sY exp(—tX) = exp sY, t,s € R,

co stanowi nasza teze.

6. CALKOWANIE ALGEBR LIEGO

Twierdzenie 4.5 rozszerza si¢ na przypadek dowolnej grupy Liego: Jesli H jest domknietq podgrupg
grupy Liego G, to jest podgrupg Liego grupy G. Jej algebra Liego § jest wtedy podalgebrg algebry Liego
g scharakteryzowanq przez warunek

h={X ecg:exptX € Hdlate R}.

O wiele trudniejszym pytaniem jest, czy dla kazdej algebry Liego g istnieje grupa Liego, dla ktérej g jest
jej algebra Liego. Odpowiedz brzmi: tak. Wniosek ten mozna wyprowadzi¢ z twierdzenia Cartana 4.5
oraz nastepujacego twierdzenia Ado: KaZda algebra Liego jest izomorficzna z pewng podalgebrg algebry
Liego L(n) dla odpowiednio duzego n. Dowdd twierdzenia Ado mozna znalezé w ksigzce N. Bourbaki,
rozdz. 1.7.

Kazda spéjna i jednospéjna grupa Liego jest izomorficzna jako grupa Liego z z pewna grupa macierzows,
tj. z domknieta podgrupa grupy GL(n) dla odpowiedniego n € N.

Zadanie. Niech Ry oznacza grupe addytywna prostej z topologia dyskretna. Pokaz, ze G = R X Ry
jest jednowymiarows jednospdjng grupa Liego, ktéra nie jest izomorficzna z zadng grupg macierzowa.



6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

Zadanie. Pokaz, ze grupa G = R? x T, gdzie T = {z € C : |z| = 1}, z mnozeniem

(z1,Y1,21) © (T2, Y2, 22) = (21 + X2, Y1 + Y2, 21 206" E1Y27V1T2))

nie jest izomorficzna z zadng grupa macierzowa. Wskazéwka: Skorzystaj z wlasnoéci reprezentacji
dotaczone;j.

Zadanie. Udowodnij twierdzenie Ado przy dodatkowym zalozeniu, ze algebra Liego g ma trywialne
centrum. Zauwaz, ze wtedy wlasciwym homomorfizmem jest X — ady zdefiniowany wzorem (5.2).

Przypomnijmy, ze liczby Bernoulliego pochodza z rozwinigcia

z z = B o
h(z) = - .
(@) =713 kz:%(zk)!z

Liczby B,, sa wymierne i mozna je otrzymac rekurencyjnie z tozsamosci

n—1
B,
E — =0, By =1.
I(n — k)!
= kl(n —k)!
Inna podobna funkcja, ktéra bedzie nam potrzebna, jest

9(2) =

zlog z
z2—1"

Wzér Campbella-Hausdorffa. Niech G bedzie grupa Liego. Istnieje otoczenie zera U w algebrze Liego
g, takie ze dla XY € U

1
exp ! (eXpXexp Y) :/ g(e?dx 2y )y gy,
0

Po rozwinieciu
o

exp ! (expXexpY) = Z (X, Y),
n=1

gdzie szereg po prawej jest zbiezny w g, a jego wyrazy wyrazaja sie wzorami rekurencyjnymi

aX,Y)=X+Y

oraz
1
(n+ Dens1(X,Y) = S[X =¥, en(X,Y)]
By
+ Z (2 1)?' Z adcml (X,Y) -+ adcmzp (X,Y) (X -+ Y)
2<2p<n D): mi+mao+-+maop=n
ijI

Mamy wiec

exp ! (eprepr) =X+Y+ %[X,Y]
+ (61X Y+ V[V X)) - o X X Y]+

Dowéd mozna znalez¢ np. w ksiazkach Bourbaki, Naimarka i Wojtyniskiego. Dowéd dla grup macie-
rzowych zawiera ksigzka Halla. Najbardziej szczegétowe omoéwienie podaje Bourbaki.

Uwagi. Ze wzoru Campbella-Hausdorffa mozna wywnioskowaé, ze mnozenie w grupie Liego jest w
istocie dziataniem analitycznym. Inny wniosek, jaki mozna wyciagnaé, to ten, ze grupy majace te sama
algebre Liego sg lokalnie dyfeomorficzne.

Rozwazmy algebre nilpotentng, stopnia 3 z mnozeniem Hausdorffa:

1 1 1
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Wtedy
ax(sY)=XosYo(=X)=Y +s[X,Y]+ %[X, (X, Y]] = sex(Y),
a wiec
Ax(Y) = d%(s:oax(sy) = XY = ([ +ady + %ad?X)Y.
Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnej nilpotentnej algebry Liego z mnozeniem Hausdorffa
Ax(Y) =expAx(Y) = ax(expY) = ax(Y),

bo tutaj exp = I.Ogdblniej: Homomorfizmy algebry Liego s¢ homomorfizmami grupy i na odwrdt.
ZADANIE DOMOWE. Wyprowadz wzér

d X4ty x [ 1 —edx
el _ (Y
dt't:oe € adx ()

na pochodng kierunkowa funkcji wykladniczej w punkcie X w kierunku wektora Y przy dodatkowym
zatozeniu, ze (adx)NY = 0 dla pewnego N € N. (Patrz np. Hall, str. 59.)

ZADANIE DOMOWE (ALTERNATYWNE). Rozwiaz Zadanie 6.5.



