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1. Grupy jednorodne

1.1. Niech g bdzie algebr Liego, na ktrej dziaa grupa automorfizmw {δt}t>0 zwanych dylatacjiami, w taki
sposb e

(@) g =
d⊕
j=1

gj , gj = {x ∈ g : tx = tpj · x},

gdzie
1 = p1 < p2 < · · · < pd

s wykadnikami jednorodnoci algebry g. Oznacza to m. in., e [gj , gk] ⊂ gl, jeli pj+pk = pl i [gj , gk] = {0},
jeli pj + pk nie jest wykadnikiem jednorodnoci.

Tak algebr bdziemy nazywa jednorodn algebr Liego. Zauwamy, e jednorodna algebra Liego jest nilpo-
tentna. Przestrze g bdziemy te rozwaa jako nilpotentn grup Liego z mnoeniem Campbella-Hausdorffa i
nazywa jednorodn grup Liego. Pamitamy, e w tej sytuacji odwzorowanie wykadnicze jest identycznoci,
a automorfizmy algebry s jednoczenie automorfizmami grupy.

1.2. Niech g bdzie grup jednorodn. Istnieje funkcja | · | : g → (0,∞), ktra jest gadka poza jednoci (zerem),
jednorodna stopnia 1, poddatytywna i dodatnia na g \ {0}. Jeli ‖ · ‖ jest norm euklidesow na g wzgldem
ktrej rozkad (@) jest ortogonalny, to

|x| ≈
d∑
j=1

‖xj‖1/pj .

1.3. Przykad. Niech H oznacza grup Heisenberga H = W ×R z mnoeniem

(w1, z1) ◦ (w2, z2) = (w1 + w2, z1 + z2 +
1

2
< w1, w2 >),

gdzie
< w1, w2 >=< (x1, y1), (x2, y2) >= x1y2 − x2y1,

jest niezdegenerowan form symplektyczn na W = R2n. Wtedy rodzina automorfizmw

δt(w, z) = (tw, t2z), t > 0.

stanowi dylatacje, a funkcja

|(x, y, z)| = 4
√
‖x‖4 + ‖y‖4 + ‖z‖2

jest norm jednorodn, chocia sprawdzenie tego ostatniego nie jest bynajmniej banalne.
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1.4. Niech g bdzie grup jednorodn. Nietrudno zauway, e metryka

d(x, y) = |x−1y|

jest niezmiennicza wzgldem dziaania grupy i rwnowana z metryk euklidesow. Niech

B(a, r) = {x ∈ H : d(x, a) < r}

oznacza odpowiedni kul wzgldem tej metryki.

1.5. Niech {Xj} bedzie baz algebry Liego grupy g, tak e dla kadego j istnieje k = k(j), takie e Xj ∈ gk.
Niech f ∈ C1(g). Wtedy dla dowolnych x, y ∈ g

|f(xy)− f(x)| ≤ max
1≤j≤N

sup
|z|≤|y|

|Xjf(xz)||y|pk(j) .

W szczeglnoci, jeli k ∈ C1(g \ {0}) jest jednorodna stopnia −Q i |x| ≥ 2|y|, to

|k(yx)− k(x)|+ |k(xy)− k(x)| ≤ C|y|
|x|Q+1

1.6. Istnieje miara borelowska dx̄ na S = {x ∈ g : |x| = 1}, taka e dla kadej funkcji f ∈ Cc(g \ {0})

(*)

∫
g
f(x) dx =

∫ ∞
0

rQ−1

∫
S
f(rx̄) dx̄dr,

gdzie Q = 2n+ 2.

1.7. Dowd: Zacznijmy od definicji miary na sferze S. Dla ustalonej funkcji ϕ ∈ C(S) niech i r > 0

L(r) =

∫ r

1
|x|−Qϕ(x̄) dx =

{∫
1≤|x|≤r |x|

−Qϕ(x̄) dx, r ≥ 1,

−
∫
r≤|x|≤1 |x|

−Qϕ(x̄) dx, 0 < r < 1.

Nietrudno sprawdzi, e L(r−1) = −L(r) i L(rs) = L(r) + L(s), skd wynika, e

L(r) = µ(ϕ) log r, µ(ϕ) =

∫
1≤|x|≤e

|x|−Qϕ(x̄) dx.

Widzimy, e µ jest dodatnim funkcjonaem na C(S), a wic miar borelowsk na S. Co wicej,∫
g
g(|x|)|x|−Qϕ(x̄) dx = µ(ϕ)

∫ ∞
0

g(r)

r
dr

dla g ∈ Cc(0,∞), co atwo si sprawdza dla funkcji charakterystycznych, ktre le liniowo gsto w L1((0,∞), drr ).
Jako e

g \ {0} 3 x 7→ (|x|, x̄) ∈ (0,∞)× S
jest homeomorfizmem, funkcje postaci x 7→ f(x) = g(|x|)ϕ(x̄), gdzie g ∈ Cc(0,∞), ϕ ∈ C(S), le liniowo
gsto w Cc(g \ {0}) i dla nich wystarczy sprawdzi wzr (*). Mamy∫

g
f(x) dx =

∫
g
g1(|x|)|x|−Qϕ(x̄) dx = µ(ϕ)

∫ ∞
0

rQ−1g(r) dr

=

∫ ∞
0

rQ−1

∫
S
g(r)ϕ(x̄) dµ(x)dr =

∫ ∞
0

rQ−1

∫
S
f(rx̄) dµ(x)dr,

gdzie g1(|x|) = g(|x|)|x|Q.

1.8. Lemat Wienera-Vitali’ego. Niech B bdzie skoczon rodzin kul w g. Z rodziny B mona wybra po-
drodzin {Bk}Nk=1, w taki sposb aby kule Bk byy parami rozczne oraz⋃

B ⊂
N⋃
k=1

B?
k,

gdzie B(a, r)? = B(a, 4r).
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1.9. Dowd: Niech B1 bdzie kul o maksymalnym promieniu. Kula B2 to kula o maksymalnym promieniu
spord kul z B rozcznych z B1. Nastpnie jako kul B3 bierzemy kul o maksymalnym promieniu wrd kul
rozcznych zarwno z B1, jak i z B2. Postpujemy w ten sposb, tak dugo, jak dugo istniej jeszcze kule
rozczne z wszystkimi dotd wybranymi.

Pozostaje pokaza, e kada z niewybranych kul zawiera si w sumie
⋃
k B

?
k. Niech B bdzie tak kul i niech

Bk bdzie kul o najniszym numerze rozczn z B. Wtedy promie Bk jest co najmniej taki, jak promie B,
wic B ⊂ B?

k.

1.10. Podobnie jak w Rn definiujemy funkcj maksymaln Hardy’ego-Littlewooda:

Mf(x) = sup
x∈B

1

|B|

∫
B
|f(y)| dy.

1.11. Dla α > 0 i f ∈ L1(g) niech

Ωα(f) = {x ∈ g : Mf(x) > α}.

Wtedy

|Ωα(f)| ≤ C‖f‖1
α

, f ∈ L1(g), α > 0.

1.12. Dowd: Niech x ∈ Ωα(f). Istnieje wtedy kula B(x) ⊂ Ωα, taka e

(*)
1

|B(x)|

∫
B(x)
|f(y)| dy > α.

Otrzymujemy w ten sposb pokrycie zbioru Ωα(f) kulami B(x), z ktrego to pokrycia mona wybra pod-
pokrycie przeliczalne Ωα(f) =

⋃
j B(xj). Ustalmy N ∈ N i zastosujmy lemat Wienera do kul B(xj),

1 ≤ j ≤ N . Otrzymujemy nowe kule Bk, 1 ≤ k ≤ K, speniajce warunek (*), ktre s parami rozczne, a
ponadto

N⋃
j=1

B(xj) ⊂
K⋃
k=1

B?
k.

Wobec tego

|
N⋃
j=1

B(xj)| ≤ 32n+1
K∑
k=1

|Bk| ≤
C

α

∫
Bk

|f(y)| dy ≤ C

α

∫
Mf>α

|f(y)| dy,

gdzie prawa strona nierwnoci nie zaley ju od N . Pozostaje zauway, e

|Ωα(f)| = lim
N |→∞

|
N⋃
j=1

B(xj)|.

1.13. Wniosek. Jeli f ∈ L1(g), to

lim
δ→0

1

|B(x, δ)|

∫
B(x,δ)

f(y) dy = f(x)

dla prawie wszystkich x ∈ g.

2. Lemat Calderóna-Zygmunda

2.1. Uwaga. W dowodzie lematu Calderóna-Zygminda w Rn wan rol peni rozkad Whitneya zbioru otwartego
na diadyczne kostki domknite o rozcznych wntrzach, ktrych rednice s proporcjonalne do odlegoci od
brzegu. Rozkad ten nie zosta explicite nazwany, ale jest widoczny w dowodzie I.5.2 lematu C-Z.
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2.2. Lemat Whitneya. Niech Ω ⊂ g bdzie niepustym zbiorem otwartym. Istnieje wtedy cig kul Bk, taki e

a) Bk s parami rozczne,

b)
⋃
k B

?
k = Ω,

c) B??
k ∩ Ω̄c 6= ∅ dla kadego k,

gdzie tym razem B(a, δ)? = B(a, 3δ).

2.3. Dowd: Dla danego x ∈ Ω niech δ(x) oznacza jego odlego od ∂Ω. Niech 1/9 < ε < 1/3. Z pokrycia
zbioru Ω kulami B(x, εδ(x)), x ∈ Ω, wybieramy maksymalne pokrycie kulami parami rozcznymi. Skada
si ono z cigu kul Bk = B(xk, εδ(xk)), 1 ≤ k <∞.

Jest jasne, e kule Bk speniaj warunki a) i c), a ponadto B?
k ⊂ Ω. Pozostaje udowodni, e

Ω ⊂
⋃
k

B?
k.

Niech x ∈ Ω. Istnieje k, takie e

B(x, εδ(x)) ∩B(xk, εδ(xk)) 6= ∅,

wic

δ(x) < εδ(x) + εδ(xk) + δ(xk),

skd

δ(x) < 2δ(xk).

Wobec tego |x− xk| < 3εδ(xk), a wic x ∈ B?
k.

2.4. Lemat Calderóna-Zygmunda. Niec 0 ≤ f ∈ L1(g). Istnieje cig parami rozcznych zbiorw mierzalnych
Qk i cig kul Bk, taki e

a) Bk ⊂ Qk ⊂ B?
k,

b) |Qk|−1
∫
Qk
f(x) dx ≈ α,

c) f(x) ≤ α dla x /∈
⋃
k B

?
k.

2.5. Dowd: Niech

Ω = {x ∈ g : Mf(x) > α}
i niech Bk bdzie cigiem kul z lematu Whitneya. Wtedy

f(x) ≤ α, x /∈ Ω ⊂
⋃
k

B?
k,

oraz

|B?
k|−1

∫
B?

k

f(x) dx ≈ α.

Zbiory Bk nie s jednak parami rozczne. Dlatego definiujemy

Q1 = B?
1 \
⋃
k>1

Bk

i dalej rekurencyjnie

Qk = B?
k \
⋃
j<k

Qj \
⋃
j>k

Bj .

Zbiory Qk s parami rozczne,
⋃
kQk = Ω oraz Bk ⊂ Qk ⊂ B?

k. Ponadto

|Qk|−1

∫
Q?

k

f(x) dx ≈ |B?
k|−1

∫
B?

k

f(x) dx ≈ α.



5

2.6. Niech f bdzie funkcj cakowalna na g, a α > 0. Istnieje wtedy cig kul B?
k taki e

(a)
∞∑
k=1

|B?
k| ≤

c

α
‖f‖1

i rozkad funkcji

f = g + b = g +
∑
k

gk,

gdzie supp bk ⊂ B?
k oraz

(b)

∫
bk(x) dx = 0, |B?

k|−1

∫
|bk(x)| dx ≤ cα,

a ponadto

(c) |g(x)| ≤ cα.
Staa c > 0 nie zaley od f .

2.7. Dowd: Niech Bk ⊂ Qk ⊂ B?
k bd jak w lemacie Calderóna-Zygmunda dla funkcji |f | i staej α > 0.

Przede wszystkim ∑
k

|B?
k| ≤ 32n+1

∑
k

|Bk| ≤ |Ω| ≤
C

α

∫
Ω
|f(y)| dy,

co pociga wasno (a). Zdefiniujmy

bk(x) =

{
f(x)−

∫
Qk
f, x ∈ Qk,

0, x /∈ Qk,

oraz g = f −
∑

k bk. Wasnoci (b), (c) atwo wynikaj z definicji, z punktu b) lematu C-Z oraz z Wniosku
1.13.

3. Lemat Cotlara-Steina

3.1. Istniej dwie podstawowe ,,metody” dowodzenia ograniczonoci operatorw liniowych na przestrzeni L2(g).
Jedna z nich opiera si na jakiej postaci transformaty Fouriera i wystpuje w wielu wariantach zalenych
od sytuacji. Druga jest cakowicie abstrakcyjna pod wzgldem treci, ale za to konkretna w swojej formie.
Przedstawimy tu obie metody, zaczynajc od drugiej.

3.2. Lemat Cotlara-Steina. Niech T1, T2, . . . TN , . . . bdzie cigiem ograniczonych operatorw na przestrzeni
Hilberta. Jeli istnieje staa M > 0, taka e

∀k
N∑
j=1

‖T ?j Tk‖1/2 ≤M, ∀j
N∑
j=1

‖TjT ?k ‖1/2 ≤M,

to dla kadego N

‖
N∑
k=1

Tk‖ ≤M.

Wtedy te szereg jest mocno zbieny.

3.3. Dowd: Przyjmijmy, e Tk = 0 dla K > N i pomy

γ(j, k) = max
(
‖T ?j Tk‖1/2, ‖TjT ?k ‖1/2

)
j, k ∈N .

Wtedy

(#) ∀k
∞∑
j=1

γ(j, k) ≤M, ∀j
∞∑
j=1

δ(j, k) ≤M,

Dla operatora T =
∑N

k=1 Tk skorzystamy ze wzoru

||T‖2 = ‖T ?T‖ = lim
m→∞

‖(T ?T )m‖1/m.
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Mamy

(T ?T )m =
∑

j1,j2,...,j2m

T ?j1Tj2T
?
j3 . . . T

?
j2m−1

Tj2m =
∑

j1,j2,...,j2m

Tj1,j2,...,j2m .

Std

‖Tj1,j2,...,j2m‖ ≤
m∏
k=1

γ(j2k−1, j2k)
2

oraz

‖Tj1,j2,...,j2m‖ ≤ ‖Tj1‖
m−1∏
k=1

γ(j2k, j2k+1)2‖Tj2m‖

≤M2
m−1∏
k=1

γ(j2k, j2k+1)2.

Biorc redni geometryczn z ostatnich dwch oszcowa, otrzymujemy

‖Tj1,j2,...,j2m‖ ≤M
m−1∏
r=1

γ(jr, jr+1),

skd

‖(T ?T )m‖ ≤M2m
∑
j2m

1 = NM2m

i ostatecznie

‖T‖ = lim
m→∞

‖(T ?T )m‖ ≤ lim
m→∞

N1/2mM = M.

Przypumy nie wprost, e dla pewnego wektora ‖x‖ = 1 szereg
∑

k Tkx jest rozbieny. Istniej wtedy cigi
indeksw nk < mk < nk+1 i liczba c > 0, takie e

‖yk‖ = ‖
nk∑

j=mk

Tjx‖ ≥ c.

Z rwnoci rwnolegoboku wynika, e dla kadego L istnieje cig εk = ±1, taki e

L∑
k=1

‖yk‖2 ≤ ‖
L∑
k=1

εkyk‖2.

Zatem istnieje skoczony zbir (niekoniecznie kolejnych) indeksw J ⊂N i cig εj = ±1, taki e

‖
∑
j∈J

εjTj‖ ≥ ‖
∑
j∈J

εjTjx‖ > M,

a to przeczy tezie lematu Cotlara-Steina, bo operatory εjTj rownie speniaj jego zaoenia.

3.4. Niech k : g \ {0} → C bdzie funkcj jednorodn stopnia −Q, rniczkowaln w sposb cigy i speniajc warunek
skracania ∫

1≤|x|≤2
k(x) dx = 0.

Niech dla kadego j ∈ Z

kj(x) = k(x)χj(x),

gdzie χj jest funkcj charakterystyczn zbioru 2j ≤ |x| < 2j+1. Wtedy operatory

Tjf(x) =

∫
g
f(xy)kj(y) dy

speniaj zaoenia lematu Cotlara-Steina.
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3.5. Dowd: Mamy

T ?i Tjf(x) =

∫
g
f(xy)Gij(y) dy, TiT

?
j f(x) =

∫
g
f(xy)Hij(y) dy,

gdzie

Gij = k?i ? kj , Hij = ki ? k
?
j

oraz

‖T ?i Tj‖ ≤ ‖Gij‖1, ‖TiT ?j ‖ ≤ ‖Hij‖1,

a ponadto

H̃ij = k̄j ? k̃i.

Wida wic, skoro bdziemy szacowa normy L1, e mona si ograniczy do przypadku ki ? lj , gdzie k i l s
funkcjami speniajcymi zaoenia twierdzenia, a j ≥ i. Zauwamy jeszcze, e normy

‖ki ? lj‖1 ≤ ‖kk‖1‖lj‖

s wsplnie ograniczone, wic mona jeszcze przyj, e j ≥ i+ 2. Zamierzamy zatem pokaza, e

‖ki ? lj‖1 ≤ C2i−j , j ≥ i+ 2.

Mamy

ki ? lj(x) =

∫
ki(y)lj(y

−1x) dy,

gdzie efektywne cakowanie odbywa si w zbiorze wyznaczonym nierwnociami

2i ≤ |y| < 2i+1, 2j ≤ |y−1x| < 2j+1, j ≥ i+ 2,

ktre pocigaj

|x| ≤ |y−1x|+ |y| < 2j+1 + |y| ≤ (2j−i+1 + 1)|y| ≤ 2j−i+2|y|

oraz

|x| ≥ |y−1x| − |y| ≥ 2j − |y| = (2j−i−1 − 1)|y| ≥ 2j−i−1|y|.

Zatem, korzystajc jeszcze z warunku skracania, otrzymujemy

‖ki ? lj‖1 ≤
∫

2i≤|y|≤2i+1

|ki(y)|
∫

2j−i+1≤|x|<2j−i+2

|lj(y−1x)− lj(x)| dx dy

≤ C
∫

2i≤|y|≤2i+1

|y||ki(y)|
∫

2j−i+1|y|≤|x|<2j−i+2|y|
|x|−Q−1 dx dy

≤ C12i−j .

Pokazalimy zatem, e istnieje staa M , taka e dla wszelikich i, j ∈ Z

‖T ?i Tj‖+ ‖TiT ?J‖ ≤M2|i−j|,

co wystarcza do tego, by operatory speniay warunek lematu Cotlara-Steina.

3.6. Wniosek. Przy zaoeniach (3.4) cig operatorw splotowych

Knf(x) =

∫
2−n≤|y|<2n

f(xy)k(y) dy

jest mocno zbieny, gdy n→∞, do operatora splotu z dystrybucj

〈K, f〉 = lim
ε→0

∫
|y|≥ε

f(y)k(y) dy.
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4. Za pomoc twierdzenia Plancherela

4.1. Uwaga. Jak wspomniano wyej, drugi spsb uzyskiwania ograniczonoci na L2 zwizany jest z transformat
Fouriera. To, co przedstawimy w tym rozdziale dotyczy przede wszystkim grupy Heisenberga i opiera si
na twierdzeniu Plancherela oraz twierdzeniu typu Calderóna-Vaillencourta dotyczcym ograniczonoci na
L2 operatorw pseudorniczkowych.

4.2. Niech funkcja k : g \ {0} → C bdzie osobliwym jdrem cakowym o wasnociach:

a) k jest jednorodna stopnia −Q,

b) k ∈ C∞(g \ {0}),

c)
∫

1≤|x|≤2 k(x) dx = 0.

Niech ψ ∈ C∞(g) bdzie rwna 1 dla |x| ≤ 1 i 0 dla |x| ≥ 2. Niech

ϕj(x) = ψ(δ1/2jx)− ψ(δjx), x ∈ g.

Jak wida nonik ϕj jest zawarty w piercieniu 1/2j ≤ |x| ≤ 2j i ϕj(x) = 1 dla 1/j ≤ |x| ≤ j.

4.3. Bezporednim rachunkiem sprawdzamy, e funkcje pochodne kj = ϕjk speniaj jednostajnie nastpujce
oszacowania

|Dαkj(x)| ≤ Cα|x|−Q−|α|, x ∈ g,

a std wyprowadzamy oszacowania pochodnych ich transformat Fouriera

(*) |Dαk̂j(x)| ≤ Cα|x|−|α|,

gdzie dualna do przestrzeni wektorowej g zostaa utosamiona z g.

4.4. Teraz ograniczymy si do grupy Heisenberga, by w nastpnym rozdziale powrci jeszcze do twierdze o
osobliwych operatorach cakowych na grupach jednorodnych.

4.5. Stwierdzenie. Niech F ∈ C∞c (g) i λ ∈ R \ {0}. Wtedy

πλFu(x) =

∫∫
e−2πi(x−y)ξaλ

(
x+ y

2
, ξ

)
u(y) dξ dy, u ∈ S(Rn),

gdzie

aλ(z, ξ) = F̂

(√
λξ,
√
λz, λ

)
, λ > 0,

oraz

aλ(z, ξ) = F̂
(√
|λ|z,

√
|λ|ξ, λ

)
, λ < 0.

Innymi sowy, πλF jest operatorem pseudorniczkowym z symbolem Weyla aλ, co si krtko zapisuje jako

πλF = awλ (x,D).

4.6. Twierdzenie Calderóna-Vaillencourta. Niech a ∈ S(R2n) i s > n/2. Wtedy norma operatora
A = aw(x,D) : L2(Rn)→ L2(Rn) spenia oszacowanie

‖A‖ ≤ C max
|α|+|β|≤s

sup
(x,ξ)∈R2n

|Dα
ξD

β
xa(x, ξ)|

4.7. Istniej rne dowody twierdzenia C-V z rozmaitymi wariantami zaoe dotyczcymi iloci pochodnych, ktre
maj spenia warunki. Rni si one take co do charakteru samych warunkw. Niektre z nich opieraj si na
lemacie Cotlara-Steina, ale te najsubtelniejsze korzystaj z transformaty Fouriera.

4.8. Jeli zmienn w grupie H i oznaczymy przez (ξ, x, λ), to wzr (*) mona zapisa w postaci

|Dα
ξD

β
xD

γ
λ k̂j(ξ, x, λ)| ≤ Cαβγ

(
|ξ|+ |x|+ |λ|1/2

)−|α|−|β|−|γ|
.
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4.9. Twierdzenie. Niech k bedzie osobliwym jdrem cakowym na H opisanym w (4.2). Wwczas operatory

Tjf = f ? k̃j s wsplnie ograniczone w normie na L2(H) i cig Tj jest mocno zbieny do ograniczonego

operatora T , ktry jest przedueniem operatora splotu Kf = f ? k̃.

4.10. Dowd: Na mocy Stwierdzenia 4.5 dla kadego λ > 0 operator πλkj jest operatorem pseudorniczkowym o

symbolu

aλ(x, ξ) = k̂j(|λ|1/2ξ, |λ|1/2x, λ),

co w poczeniu z Twierdzeniem 4.6 i (4.8) daje

‖πλkj‖ ≤ C, λ > 0.

Podobne oszacowanie obowizuje dla λ < 0. Wsplne ograniczenie norm w reprezentacjach πλ stanowicych
nonik miary Plancherela, pociga ‖Tj‖ ≤ C, a wic nasz tez.

4.11. Wniosek. Jeli A jest dystrybucj na H, tak e transformata Fouriera Â jest funkcj gadk na H? = H i
spenia oszacowania

|Dα
ξD

β
xÂ(ξ, x, λ)| ≤ Cαβ|λ|−|α|−β|,

to operator f ? Ã okrelony zrazu na funkcjach klasy Schwartza przedua si do ograniczonego operatora
splotowego na L2(H).

4.12. Uwaga. Dowd wniosku wymaga tylko uzupenienia przeprowadzonych wyej rozumowa, co pozostawiamy
Czytelnikowi.

5. Mnoniki

5.1. Na grupach jednorodnych mona te pyta o mnoniki przestrzeni Lp(g). Dla f, g ∈ S(g) definiujemy

f#g(y) = (f∨ ? g∨)̂
Operacja # nie jest oczywicie zwykym mnoeniem. Tym niemniej mona rozwaa operatory

Tf(x) =

∫
g
e2πixyf̂#m(y) dy

i pyta o wasnoci mnonika m, ktre zapewniaj cigo T na odpowiedniej przestrzeni. Wniosek 4.11 sugeruje
nastpujce twierdzenie, ktrego dowd mona znale w [4].

5.2. Twierdzenie. Niech A bdzie dystrybucj na grupie jednorodnej g, ktrej transformata Fouriera jest
funkcj gadk dla xd 6= 0 i spenia oszacowania

|DαÂ(x)| ≤ Cα
d∏

k=1

(
|xk+1|+ · · ·+ |xd|

)−|αk|
, xd 6= 0.

Wtedy operator f 7→ f ? Ã przedua si do operatora ograniczonego na L2(g).

5.3. Do podobne warunki na transformat speniaj te jdra flagowe wprowadzone w [9]. W pracach [10] i [5]
niezalenie udowodniono takie oto twierdzenie.

5.4. Twierdzenie. Niech A bdzie dystrybucj na grupie jednorodnej g, ktrej transformata Fouriera jest
funkcj gadk dla xd 6= 0 i spenia oszacowania

|DαÂ(x)| ≤ Cα
d∏

k=1

(
|xk|+ |xk+1|+ · · ·+ |xd|

)−|αk|
, xd 6= 0.

Wtedy operator f 7→ f ? Ã przedua si do operatora ograniczonego na Lp(g) dla 1 < p <∞.

5.5. Uwaga. Jak wida, warunki, ktre si zakada przypominaj warunki twierdze mnonikowych Marcinkiewicza
i Hörmandera.
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5.6. Przykad. Najprostszym nietrywialnym przykadem nietrywialnego jdra flagowego jest dystrybucja

< K, f >= lim
ε→0

∫
|x|>ε

∫
yf(x, y) dydx

x(x2 + y2)

na R2. Zbieno caki zapewnia nieparzysto jdra ze wzgldu na kad zmienn z osobna. Zwrmy uwag, e caa
prosta x = 0 skada si z osobliwoci.


