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Grupe Heisenberga przedstawimy jako konkretna grupe rzeczywistych macierzy
kwadratowych z dziataniem mnozenia macierzy. Jednakze zacznijmy od pewnych
ogdblnych faktoéw dotyczacych grup macierzowych.

1. GRUPY MACIERZOWE

Niech M, (R) oznacza przestrzen rzeczywistych macierzy nxn, GL(n, R) podzbior
macierzy odwracalnych.
Odwzorowanie eksponencjalne

(1.1) exp A = Z—

jest zdefiniowane dla wszystkich elementéw M, (R) w G(n,R). Nie jest ono ani
iniekcjg ani surjekcja, ale jest lokalnym dyfeomorfizmem w otoczeniu zera.
Bardzo wazna identycznoscia dotyczaca exp jest wzor Campbella-Hausdorffa:

1
(1.2) eXpAexpB:exp(A+B—|—§[A,B] +...),

gdzie [A, B] = AB — BA (komutator Ai B), a za kropkami sie kryja komutatory
wyzszych rzedow ze wspoétezynnikami. Wzor ten ma ogodlnie sens dla A i B bliskich
zero, cho¢ czasami ma on sens dla wszystkich macierzy z pewnej podalgebry Liego.

Z definicji, algebra Liego nazywamy przestrzen wektorowa V' wyposazong w odw-

zorowanie dwuliniowe [, | : V x V' — V, ktére spelnia:
(1.4) [z, y], 2] + [y, 2], ] + [[#, 2], y] =0 (tozsamos¢ Jacobiego)

I tak M, (R) tworzy z [A, B] = AB — BA algebre Liego oznaczana gl(n,R).
Jest Scisty zwiazek pomiedzy domknietymi spéjnymi podgrupami GL(n,R) i
podalgebrami gl(n, R) mianowicie

1.5. Twierdzenie. Niech G bedzie domknietq spdjng podgrupg GL(n,R). Wowczas
zbior g = {A € gl(n,R) : exp A € G} jest podalgebrg Liego gl(n,R).
Ponadto grupa G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy g jest abelowa ([A, B] = 0).

Uwaga. [zomorficzno$¢ algebr Liego dwbch grup nie pociaga izomorficznosci tych

grup.
1
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2. ALGEBRA HEISENBERGA

Algebra Heisneberga b, jest to podalgebra Liego algebry gl(n + 2, R) ztozona z
macierzy postaci

0O v . . . x, t
(2.6) L
o . . . . 0 y,
o . . . . 0 O

Bedziemy je oznaczaé (z,y,t). Mamy

(27) [(ZE, Y, t)> (xly/t/)] = (07 07 T y, - :E/ : y)7
gdzie z - y oznacza iloczyn skalarny.

Widzimy, ze b, jest algebra Liego i komutatory wyzszych rzedow sa zero. Jest
to algebra nilpotentna stopnia 2.

Sprawdzamy, ze

0 ¢ . . . x, t 1 v . . .z, t+ %x Y
o . . . 0 wn o1 .. .0 Y1
(2.8) exp| . . . . . . L l=1. . ... . .
o . . . . 0 y, o . . . .1 Yn
o . ... 0 0 o . . . . 0 1
Odwrotnie, kazda macierz postaci
1 ago . . . a, c
o1 .. . 0 b
(2.9) L
o . . . . 1 b,
o . . . . 0 1

jest eksponentem dokradnie jednej macierzy z b,
Grypa Heisenberga H,, nazywamy grupe macierzy postaci (2.9). Jest to spdjna
jednospojna podgrupa GL(n + 2) dyfeomorficzna z R***! odwzorowaniem

hn 2 (x,y,t) — exp(x,y,t) € H,.

Ze wzgledu na to, ze komutatory wyzszych rzedow znikaja, ze wzoru Campbella-
Hausdorffa mamy

1
exp(z,y,t) exp(z’,y', t') = exp((z,y,t) + (&', ¢/, ') + 5[(96, y,t), (2", v, 1))
(2.10)

1
=eXp(x+x’7y+y’,t+t’+5(17-?/—93’-3/))-

Opuszczajac exp grupe Heisenberga mozemy utozsamié¢ z R?"! 7 dziataniem (mnoze-
niem)

1
(211) (l’,y7t)(l‘/,y/,t,) = (‘T + .’E/,y + y/7t+ t' + E(x ' y/ —a'- y))



Centrum Z tej grupy tworza elementy (0,0,t). Mamy H, /Z = R*".

3. ELEMENTY TEORII REPREZENTACJI

Niech ‘H bedzie przestrzenia Hilberta nad C i niech U(H) bedzie grupa odw-
zorowan unitarnych na H.

Przez odwzorowanie unitarne pomiedzy dwiema przestrzeniami Hilberta rozu-
miemy ich surjektywna izometri¢ liniows.

Reprezentacja unitarng grupy topologicznej G nazywamy homomorfizm 7 z G
w U(H), taki, ze dla kazdego v € H odwzorowanie G 3 g — m(g)v € H jest ciagle.

Domknieta podprzestrzen Hy przestrzeni H nazywamy niezmiennicza, gdy m(g)(Ho) C
Hy dla kazdego g € G.

Reprezentacja jest nieprzywiedina, gdy nie ma wtasciwych podprzestrzeni niezmi-
enniczych.

Jedli Hy jest podprzestrzenia niezmiennicza, to Hy jest takze niezmiennicza pod-
przestrzenia. Woéwcezas 7 jest sumag prosta dwoch reprezentacji m; na Hy i 7o na
He

Reprezentacje unitarne (my, Hy) i (mg, Hz2) nazywamy unitarnie rbwnowazne, gdy
istnieje operator unitarny U : H; — Ha, ze

mo(g)U = Umi(g).

Operator U nazywa sig splatajacym.
Jesli 7 jest suma prosta reprezentacji (my, Hy) 1 (72, Ha) wowczas operator (xq, xg) —
(€12, e x,) jest unitarny i splatajacy 7 z .

3.12. Lemat (Schur). Unitarna reprezentacja w jest nieprzywiedlna, wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy operator splatajgcy m z m jest wielokrotnoscig identycznosci.

Jesli 7 jest unitarna reprezentacja G i {,n € 'H, to funkcja ¢ na G zadana
wzorem

e(g) = (7(9)&;m)

nazywa sie elementem macierzowym 7. Mamy, ze ¢ jest ciagta i |o(g)| < ||€]|ln]]-
Dwie unitarnie réwnowazne reprezentacje maja te same wspotczynniki macier-
Zowe.
Zachodzi nastepujace czeSciowe twierdzenie odwrotne

3.13. Twierdzenie. Niech (w1, Hy) i (72, Ha) bedg nieprzywiedlnymi i unitarnymi
reprezentacjami G. Jesli majg choé jeden ten sam diagonalny wspétczynnik macier-
zowy, to sq réownowazine.

Dowéd. Niech & 1 & beda takie, ze (m1(9)&1,&1) = (m2(9)&1,&). Wowezas
przestrzen Hilberta generowana przez wektory m(g)&; jest Hy. Czyli wektory £ =
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> i1 a;mi(g5)é leza gesto w Hy . Identycznie jest dla Hy. Zdefiniujemy operator

UE =Y am(g)a, €= a;m(g;)
P =1

Operator jest dobrze zdefiniowany. Istotnie, jesli 0 = 7, a;mi(g;)1, to

Zaﬂrg (9)62, m2(9)&2) = Z%M )" m2(9;)62, &2)

(3.14) Zaﬂfz 97952, 62) = Zaﬂl 97191, )

7j=1 Jj=1
Zaﬂn 7T1 gj fl fl Zaﬂﬁ g;j 51777'1( >£1>

Nastepnie U jest 1zornetr1@.
IUEI1* =) ajan(ma(g;)éa, ma(gr)Ea)
gk

= Za]ak 2 (95, g] )&2, &2) Z%Oék (95 9;)51,§1> = &l

J.k gk

(3.15)

Zatem U rozszerza sie do izometrii H; na Hs (gestosé). Ponadto U jest splatajacy.
Istotnie,

(3.16) Um(g9)§ =U Z&ﬂﬁ (995)&1)) ZO@M (995)&2 = ma(g)UE.

Jj=1 Jj=1

4. NIEPRZYWIEDLNE REPREZENTACJE GRUPY HEISENBERGA - WPROWADZENIE

Niech 7 bedzie unitarna nieprzywiedlna reprezentacja H,. Wowczas kazdy z
operatoréw 7(0, 0, t) splata 7. Zatem ze lematu Schura (0, 0,t) = x(¢)I, |x (¢ )] =1,
X jest ciggla funkcja t spetiajaca x(t)x(s) = x(t + s). Zatem x(t) = e dla
pewnego (doktadnie jednego) A € R.

Jedli A =0, to m(0,0,t) = I. Uzyskalidmy, ze p(x,y) = w(x,y,0) = 7(z,y,t) jest
nieprzywiedlng reprezentacja R?" i jest wiec jednowymiarowa reprezentacja postaci

pla,y) = e €oHmY),
gdzie &, € R". Wice 7(xz,y,t) = &=my),

Opis reprezentacji dla A # 0 wymaga dalszych rozwazan.

5. ROZNICZKOWANIE REPREZENTACJI

Mimo, ze ponizsze rozwazania dotycza ogélnych grup Liego, niemniej jednak
powrdéémy do domknietych spéjnych podgrup G L(n, R). Dla takiej grupy G rozwazmy
odwzorowanie exp : g — G 1 unitarng reprezentacje w. Wowczas dla X € g rodz-
ina {exp(tX) : t € R} tworzy jednoparametrowa grupe w G, exp(tX)exp(sX) =
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exp((s+t)X). Element X jest jej generatorem infinitezymalnym: X = < exp(t.X)}i—o.
Jesli reprezentacja m jest skonczonego wymiaru, to definiujemy

d
drn(X) = %W(exp tX) ji=o0-

Z tego, ze m jest unitarna dm(X) jest skosnie Hermitowska:
dm(X)* = —dm(X)
i spelia
dr([X,Y]) = [dn(X),dm(Y)].

Czyli dm jest reprezentacjg algebry Liego g.

Jesli reprezentacja jest nieskonczenie wymiarowa, to mamy pewng przeszkode w
definicji dm(X).

Méwimy, ze (by¢ moze nieograniczony) operator A z dziedzina D(A) jest skosnie-
sprzezony, gdy A jest samosprzezony. Jesli {U,} jest grupa operatoréw unitarnych,
to jej generatorem infinitezymalnym nazywamy operator

Ag = lim (V£ ~ ),

z dziedzina D(A) ztozona z tych £ dla ktérych powyzsza granica istnieje w normie.
Dziedzina jest gesta a operator A domkniety.

5.17. Twierdzenie (Stone). Generator grupy operatoréw unitarnych jest skosnie
sprzezony. Odwrotnie, kazdy skosnie sprzezony operator A na H generuje doktadnie
jedng grupe operatorow unitarnych.

Element ¢ € 'H nazywamy wektorem C™ reprezentacji 7, gdy odwzorowanie
G 39— m(9)§ € H jest C™.

5.18. Twierdzenie. Zbior wektoréw C™ dlam (zwany takze przestrzeniq Gardinga)
jest gesty i zawarty w dziedzinie dn(X) dla X € g. Ponadto jest on zachowywany
przez dm(X).

Pozwala to zdefiniowaé ztozenia dm(X)dn(Y) na wektorach C'*. Mamy
drn([X,Y])¢ = dn(X)dm(Y)E — dm(Y)dr(X)E, &€ C®(m).
Wezmy G = H,. Baza b, sa wektory
X; = (e;,0,0), Y;=(0,e;,0), T=(0,0,1).
Latwo sprawdzi¢, ze mamy

X X)) = YY) = (X T = [V T) = 0, [X,Y)] = 6,T.

iy Ly

Przyktad. Niech p,f(x) = f(xg) bedzie prawa regularng reprezentacja grupy
H,,. Wowczas dla X € b, mamy

Ap(X) (2, .1) = - plexp s X) (., )omo = (5, 8) D 5X) .
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I tak dla X = X; = (e;,0,0) mamy exp(sX;) = (se;,0,0) i dalej

() F(09.1) = - F((,9,8)(565,0,0)) o

(5.19) d 1 of 1 of
= %f((x + S€j7y7t - §Syj>‘820 - a_xj(xay7t) - 5%&(%%75)
Podobnie
af 1 of of
d,o(Y})f(x,y,t) = a_yj(xay7t) + §mja(xvyat>7 dp(T)f(a:,y,t) = E(xvyaﬂ
Mamy wiec lewostonnie niezmiennicze pola wektorowe
0 1 0 0 1 0 0
N0, 2 Y Ty T T o

ktore utozsamiamy z baza algebry Liego b,. Spetniaja one te same warunki komu-
towania.

6. REPREZENTACJE SCHRODINGERA

Niech (7, H) bedzie unitarna reprezentacja H,, taka, ze 7(0,0,t) = eI, A # 0
(zakladamy, ze taka istnieje). Wowczas dr(T') = i\l. Jest to operator ograniczony.
Dla wektorow & z C°° mamy

dr(X;), dr (Y€ = A€,

Jednakze operatory dm(X;) i dr(Y;) nie moga by¢ ograniczone, co pokazuje ponizszy
lemat.

6.20. Lemat. Nie ma ograniczonych skosnie sprzezonych operatorow P i (), Ze

[P,Q] = PQ — QP = i\

Dowéd. Indukeyjnie PQ™ — QP = ni Q" . Jedli oba P i QQ sa ograniczone,
to n[A[|Q"H| < 2| PIHlQ"HIIQIl. Ale |Q"[] # 0. Wige 2||PI[|Q]| = n|A[.

W szczegdlnosci ‘H nie moze by¢ skoniczonego wymiaru.

Czy takie operatory P, () istnieja?

Niech A = 1. Rozwazmy przestrzen funkcji C2° = C°(R") (lub S(R™)) i algebre
operatorOw na niej generowang przez operatory postaci

0 . .
Pif(z) = %f(x), Qif(x) =ix;f(x), j=12,..n
J
Sprawdzamy, ze spetniaja one relacje komutowania
[Pj7Pk’] = [Qka] =0, [PJ>Qk] = 0kl
Jedli wiec rozwazymy operatory Py, ..., P,,Q1,...,Q,, 11, to speliaja one relacje

komutowania generatoréw algebry b,,. Formalnie mamy

[e.e]

exptQ)1(x) = 30 L pa) = et (),

k=0



0 n gn
exp(tF;) f(z) = f(z) + ta—jj(:v) ot %6x§

(2)... = f(x +te;).
Niech H = L*(R"). Nie ma watpliwosci, ze operatory

U f(z) = flz+te;), VI f(x) = e f(x)

tworzg unitarne grupy jednoparametrowe i klasa S jest zawarta w dziedzinach
generatoréw infinitezymalnych.

Skonstruowali$my skosnie sprzezona reprezentacje b, na L?(R™). Przejdzmy do
konstrukcji odpowiadajacej jej reprezentacji grupy H,. Powyzsze relacje sugeruja

7T(:L‘, 0, O)f(g) = f(g + :L‘), 7(07 Y, O)f(f) = eig.yf(é)’ 7T(07 Ovt) = €th(§)

Co prowadzi do

7,5, 0S(€) = (0,0, 0+ 52+ 4)m(0,,0)(w,0,0)f](€) = €40+ f(¢ 1)

6.21. Twierdzenie. Powyziszy wzor definiuje reprezentacje nieprzywieding i uni-
tarng grupy H, na L*(R").

Dowdéd. Unitarno$é, homomorficznosé i mocna cigglosé jest tatwa do sprawdzenia.
Zajmijmy si¢ nieprzywiedlnoscia. Niech V' bedzie domknieta podprzestrzenig niezmi-
ennicza m, P projekcja ortogonalng na V. Mamy 7(z,0,0)P = Pr(x,0,0). Wiec
P komutuje z translacjami. Zatem (Pf)" = fm. Dalej P? = P, wiec m? = m, co

daje, ze m = xg, E C R". Takze 7(0,y,0)P = Px(0,y,0). Wiec

[P(e“Y )] (n) = f(n—y)m(n) = [eYPF () = f(n — y)m(n —y).

Czyli m(n —y) = m(y) dla kazdego y,n. Co daje, ze m = 1 lub m = 0 prawie
wszedzie. A wiec V' jest niewlasciwa podprzestrzenia.
W podobny sposéb dla A # 0 zdefiniujemy reprezentacje nieprzywiedlna unitarng

(2, y, 1) F(€) = NIV f(e 4y,

Mamy
dmy(X;) = 75—, dm\(Yj) =idz;, dm(T) = iAl.

Oczywiscie dla \; # Ao reprezentacje my, i my, nie sa rownowazne. Dlaczego?
Jesli A\ # 0, przestrzenig Gardinga my jest S(R™).

Zachodzi nastepujace twierdzenie, ktorego dowdd na razie pomijamy.
6.22. Twierdzenie (Stone’a - von Neumanna.). Kazda nieskorniczenie wymiarowa

nieprzywiedina unitarna reprezentacja grupy H, jest rownowazna z reprezentacjq
7 dla pewnego (doktadnie jednego) A # 0.
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7. TRANSFORMATA FOURIERA NA H,

Miara Lebesgue’a na H,, ~ R?"*! jest niezmiennicza na lewostronne i pawostronne
przesuniecia elementami z H,, to znaczy,

H, H, Hy,
lub inaczej jest ona lewostronng i prawostronng miarg Haara H,,, co mozna tatwo
sprawdzi¢ obliczajac Jakobiany przeksztatcen.
Dla f,g € L'(H,) definiujemy ich splot f x g wzorem

xg(xr,y,t) = z,y,t) (Yt -1 oyt da' dy' dt
frg(z,y,t) f((z,y, )2,y g(z',y y
Hy
1
= fla =2 y—y t—1t — 5(3: cy =2 y)g(a Yy ) da dy'dt.
Hy

Spelnia on nieréwnos$¢ Younga

1 1

1
1f* gl < Mfllzellgllee, —4—=1+~.
p q r

Dla nieprzywiedlnej unitarnej reprezentacji = grup H,, i f € L'(H,) definiujemy
operator 7(f) na ‘H wzorem

m(f)§ = . [y, ) (2, y, )€ dv dy dt.

Trywialnie [|7(f)|| < [ f]|z: oraz

m(f *g) =7(f)m(g)-
Oczywiscie, jesli ¢(g) = f(gg0), to

() = w(f)m(g0)"

Ponadto, jedli m; i my sg unitarnie réwnowazne, m = Um U™}, to

m(f) = Um(f)U".

I dalej dla X € b, i lewostronnie niezmienniczego pola wektorowego X; na H,

wyznaczonego przez X , to znaczy, X, f(z) = % (x exp tX)i—o, mamy

(r(Xif)(x) = —m(f)dm(X).
Podobnie dla prawego pola wektorowego (X, f)(z) = 4 f((exptX)z);—o mamy
(r(Xpf)(2) = —dm(X)m(f).

Przez transformate Fouriera funkcji f € L'(H,) rozumiemy operatory f (m) =
7(f), gdzie m przebiega wszystkie klasy réwnowaznosci nieprzywiedlnych reprezen-
tacji H,



8. WzZOR PLANCHERELA

Oznaczmy prze Fa3f(x, &, \) operator czedciowej transformacji Fouriera po zmi-
ennych (y,t), to znaczy

JT2,3f($a 57 )‘) = / f(wa Y, t)e_i(y{—i_t)\) dy dt

R xR

8.23. Lemat. Jesli f € LY(H,), X # 0, to operator my(f) jest operatorem catkowym
z jgdrem

A
HA(&m) = Foaf(n — & =51+ &), —A).
Dow6d. Dla g € L?*(R") mamy

[Wk(f)¢](£) = f(xvyat)[ﬁk($ay>t)¢](€)d$ dy dt

Hn
= | fla,y, t)eNFmvED o€ 4 o) da dy dt
(8.24) H,
xXr
= 7:2,3f(513>—)\(§ + &), =N (€ + x) dz

R

= [ Fastla—6 -5+ 6, Nl da.

R

8.25. Twierdzenie. Jesli f € L'(H,) N L*(H,), to dla prawie kazdego X # 0
operatory myf sq Hilberta-Schmidta 1

T / I (A sl A A, e = (27)"".

Dowéd. Mamy

Im()ls = [

R7™ xR"™

A
[ Foaf (=& =5 (n+€), =N* dCdn.
Zamieniajac zmienne: x = n—¢§, 7 = —A\(£+1n)/2 dostajemy ze wzoru Plancherela:

I ()% = A / Foaf (2, —7. NP dedr
R xR"

(8.26)
@ [ RS NP ded.
R xR™

Mnozac przez (27) 2"~ HA|"

ala).

i catkujac po A mamy teze (dzieki wzorowi Plancher-

Miare ¢,|A|™ d\ nazywamy miara Plancherela na H,.
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Przypomnijmy, ze operatory Hilberta-Schmidta na przestrzeni Hilberta H z
norma || || zs tworza przestrzen Hilberta z iloczynem skalarnym (A, B) gs = tr(AB*).
Jedli H = L*(M, du), to operatory te maja posta¢ catkowa

Af(ft)z/MKA(I,y)f(y)du(y), Bf(x)zéKB(x,y)f(y)du(y), Ka, Kp € L*(MxM).

Wtedy

(A, B) s = tx(AB") = / K a(, y)Ka(m ) du(x) dyu(y).

MxM

Niech R* = R\{0}. Oznaczmy przez L?(R*) przestrzen Hilberta ztozona z funkcji
funkcji @ : R* — HS(L*(R™)), z norma

|||<1>|||2=/R 12 (A1 5] A" dA.

Poniewaz opertory HS na L?(R") maja posta¢ catkowa, ® mozna utozsamié¢ z
funkcja postaci K(&,n; ). Wtedy

122 = / (K(€, 5 £) 2| dip, d.
R xR xR*
Ostatecznie dla p,v € L*(H,) N L'(H,) mamy

(o) = [ wi=co [ almle)m) A"y

Powyzszy wzor nosi nazwe wzoru Plancherela na H,.

9. WZOR NA ODWROCENIE

Niech f € S(H,,) = S(R**1). Niech . bedzie gtadka jednoscia aproksymatywna
na H, (na przyktad jadrem Gaussa-Weierstrassa na R, Wowezas dla f € S(H,,)
dostajemy

7(0) = lim (. o2)

= lime, /* tr[ma(f)ma(@:)*]|AI™ dA

e—0

e—0

(9:27) ~tines [ ulm(m @I

= limcn/ tr[ma(f * 22)]| A" dA
R*

e—0

— e, / (A"

o ile umiemy uzasadni¢ przejscie graniczne.
Jesli teraz f,,(g) = f(g90), to stosujac powyzszy wzér dla f, mamy

(928) flon) = f(©) = u [ U IIA" AN = e [ trlma(F)mon) I i

®
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Nosi on nazwe wzoru na odwrocenie.

10. BAZA FUNKCJI HERMITE'A NA L?(R")

Na H,, zdefiniujmy lewostronnie niezmiennicze pola wektorowe

1 : - 1 . .
Na H, = R* x R = C" x R wprowadzimy wspolrzedne zespolone z; = x; + iy;
razem z zespolonymi pochodnymi

0 1 1
O_zj = 5(3/8%‘ - Zﬁ/ayj),

wowczas mamy

0 1 1

e 5(8/3%‘ + Zﬁ/@yj),
o i_0 5 g i 0

7= 52z o 2 4,

o 1o YT o T 1w

Stosujac dmy do tych pol mamy

2 1 1,0 _
dm(Z;) = 5 (B +1AQ;) = 5(6_5- &) = DY,

~ Aby uprosci¢ oznaczenia rozwazmy najpierw n = 11 A = 1. Mamy operatory Z,
Z, D, D.
Funkcja Gaussowaska
42
po(§) =e e
jest jedynym (z doktadno$cig do wielokrotnoéci) L?-rozwigzaniem réwnania Dy =
0.

10.29. Twierdzenie. Funkcje @, = D" tworzq baze ortogonalng w L*(R). Pon-
adto

_ n
DQDO = Pn+1, D‘Pn = _§¢n—1‘

Dowo6d. Pierwsza rownos¢ wynika z definicji. Przejdzmy do drugiej. Mamy
[D, D] = —%I i D = —D*. Postepujemy indukcyjnie. Dla n = 0 jest to oczywiscie
prawdziwe. Dalej zatézmy prawdziwos¢ wzoru dla n i mniejszych. Mamy

1 _ _ —.n n
_E@n = [D7 D]Qpn = Dynt1 — DDy = Dppyr + _D(_§90n—1> = Dypi1 + EQON'

Teraz zajmijmy sie ortogonalnoscia. Dla n > 0 mamy:

<900>S0n> = <9007 Dgpn—1> = _<D9007§0n—1> = 0.
Jesli m,n > 0, to
m

<90m790n> = <§0m7D§0n—1> = _<D90ma SOn—1> = 3<§0m—1790n—1> =0

z indukcji.
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7 powyzszego wzoru indukeyjnie dostajemy:

n! n!
lenlliz = s-lleollz: = =/
2 2

Aby udowodni¢ zupetnos$¢ systemu mozemy zastosowa¢ inng definicje ¢, mi-
anowicie:

pn(z) = (—1)"6952/2(%)’“6_@

Sprawdzamy, ze dla n = 0 dostajemy te sama funkcje gaussowska i ze spetnione

jest to samo rownanie kreacji. Wowczas rozwijajac funkcje
t— e—(x2/2—2tx+t2) _ 612/26—(x—t)2

w zerze we szereg Taylora dostajemy wzor na funkcje tworzaca
- " — (22 /2—2tx+t2)
Z gpn(:r)ﬁ =e :
=0

Jedli wiee f L ¢, to f(z) L e~ @*/2-2+8) dla kazdego t € R. Daje to

/f(x)e_ZQ/Zthm dr =0

dla kazdego t € R. Ale powyzsza calka jest funkcja catkowita zmiennej t € C.
Wstawiajac ¢ = i£ wnioskujemy (f(x)e‘ﬂ/?)A(f) =0, wiec f =0.

Funkcje ¢, nazywamy funkcjami Hermite’a, natomiast funkcje

2n/2

(€)= 7 n(©
nazywamy znormalizowanymi funkcjami Hermite’a.
Dla A\ # 0 ktadziemy
B () = (MY ha (VIXIE)-
Mamy dla A > 0:

dra(Z)hD = —/nIN/20Y,, dra(Z)hD = /(n + DIN/28%,.

Dla A < 0 zachodzi:

drn(Z)hD = /(n+ DIN/2RY,,  dra(Z2)h) = —/nA/2h8Y,.

W przypadku wielkowymiarowym dla m = (my, ..., m,) ktadziemy

W (&, . &) = W) (&).h0) (&).
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11. PODLAPLASIAN NA H,

Podlaplasianem na H,, nazywamy operator rézniczkowy lewostronnie niezmien-
niczy zadany wzorem

L= (X7+Y)).
j=1
Dla reprezentacji unitarnej = grupy H,, operator

dr(L) = (dr(X;)* + dn(Y;)?)
j=1
jest dobrze zdefiniowany na przestrzeni Gardinga. W przypadku reprezentacji jed-
nowymiarowej p(z,y) = 'Y mamy
dp(L) = —[¢]* = [nf*.
Dla reprezentacji my, A # 0, mamy
dﬂ')\(ﬁ) =A— )\2‘€|2

Dlan =11\ =1 jest to klasyczny operator Hermite’a

Zauwazmy, ze

n=1

Zatem dla m = (mq, ...m,) momentalnie dostajemy
dra(L)RSY = —(2|m| + n)|A\RSY.

7, uwagi na to, ze A tworza baze o.n., mamy rozklad spektralny operatora
dmy(L) = A — N2[¢)2.

Dalej, jesli funkcja f na H, jest "dobra”, mamy
dma(LFf) = dry(f)dmy(L)F.

Kolejnym celem, jaki mozna postawic, jest uzyskanie rozktadu spektralnego op-
eratora L.
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