Analiza harmoniczna na grupach jednorodnych
na przykladzie grupy Heisenberga

Informacje wstepne.

Grupa jednorodna to nilpotentna grupa Liego, ktérg jako rozmaitos¢ mozna utozsamié¢ z przestrzenig R",
w taki sposob ze dziatania grupowe wyrazaja sie przez funkcje wielomianowe. Dodatkowo zaklada sie istnienie
grupy automorfizméow zwanych dylatacjami o wlasnosciach podobnych do jednoktadnoéci = — tx w R™. Jesli
w R? wprowadzimy dzialanie

1
(z,y) = (z1+y1, 22+ y2, 23+ y3 + §(x1yz — ZTay1),

otrzymamy najprostsza nieabelows strukture grupy nilpotentnej, a po zdefiniowaniu dylatacji
5t($1,332,l’3) = (ta:l,t:c27t2:c3), t>0,

grupe jednorodna zwana grupa Heisenberga. Ten modelowy przyklad grupy jednorodnej nie tylko pozwala
zademonstrowaé szereg zjawisk charakterystycznych dla analizy harmonicznej na grupach jednorodnych, ale i
sam w sobie jest ciekawym obiektem o wieloaspektowych zwigzkach z szeroko rozumiana analiza w R".

Analiza harmoniczna na grupach jednorodnych zajmuje sie zagadnieniami podobnymi do tych, ktére sa
przedmiotem badan analizy w R"™. Wystepuje tu cata gama przestrzeni funkcyjnych, takich jak przestrzenie
LP, przestrzenie Hardy’ego, Héldera, Sobolewa, i mnogosé charakterystycznych operatoréw liniowych i nielinio-
wych. Czesto sg to operatory splotu, a wiec przemienne z translacjami grupowymi lub tez operatory jednorodne
wzgledem automorficznych dylatacji. Wiedza o tych klasach operatorow przydaje sie do badania bardziej zto-
zonych operacji, ktére nie s juz ani niezmiennicze, ani jednorodne. Czesto celem jest opis wlasnosci pewnego
nieograniczonego operatora rézniczkowego waznego z punktu widzenia teorii réwnan rézniczkowych czastko-
wych lub teorii funkcji holomorficznych wymagajacy wziecia pod uwage calych rodzin liniowych operatoréw
ograniczonych. Dlatego pytanie o ograniczonosé¢, np. na przestrzeniach LP, wielu pojawiajacych si¢ operacji jest
jednym z najwazniejszych.

Jako ze cala ta analiza odbywa si¢ na grupie Liego, poSwiecimy tez troche czasu na naszkicowanie podstaw
teorii grup Liego i teorii reprezentacji unitarnych, ilustrujac je przykladem grupy Heisenberga.

Wyklad ma charkter mieszany. Obok fragmentéw prowadzonych metoda szkolna z pelnym wyprowadzeniem
i scistymi dowodami, bedg tez podawane informacje dotyczace szerszego kontekstu omawianych zagadnien.

Plan wykladu

1. Analiza harmoniczna w R": dystrybucje, transformata Fouriera, operatory splotu i mnozenia, funkcje
maksymalne i zbieznoé¢ prawie wszedzie, catki osobliwe, teoria Calderéna-Zygmunda.

2. Grupa Heisenberga jako grupa Liego: potoki fazowe na rozmaitosci, elementy teorii Liego, pola
wektorowe, algebra Liego, wzér Cambella-Hausdorffa, grupa Heisenberga jako grupa macierzowa i jako
grupa Hausdorffa, bazowe pola niezmiennicze na grupie.

3. Grupa Heisenberga: reprezentacje Schrodingera, splot skrecony, twierdzenie Stone’a-von Neumanna,
pelny opis nieprzywiedlnych reprezentacji unitarnych, wzér Plancherela,

4. Grupy nilpotentne: grupy jednorodne, calki osobliwe, lemat Cotlara-Steina, rachunek symboliczny
Melina, twierdzenia typu mnoznikowego.



