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Rozdziat 1

Wstep

W opisie zjawisk mechaniki kwantowej wielkosci obserwowane w do§wiadczeniu reprezentowa-
ne sg przez operatory samosprzezone okreslone na gestym podzbiorze przestrzeni Hilberta L2(R).
Ponadto wszystkie stany, w ktérych moze wystepowaé czastka sa reprezentowane przez funkcje
falowe, ktére naleza do klasy L?(R). Aby wyjasnié¢ zjawiska zachodzace w mikro$wiecie trzeba
bylo rozszerzy¢ teorie Newtonowska. W tym celu konieczny byl nowy formalizm matematyczny.
Jeden z postulatow mechaniki kwantowej zaklada, ze zachodzi pewna odpowiednio$é pomiedzy
tymi dwoma sposobami opisu zjawisk. Ot6z relacje, ktore zachodza miedzy wielko$ciami fizycz-
nymi w mechanice klasycznej zostaja zachowane po zastapieniu tych wielkoSci odpowiadajacymi
im operatorami. Jedna z wazniejszych relacji w mechanice klasycznej dotyczy zwiazku pomiedzy
pedem i polozeniem czastki i jest zadana wzorem

{p,a} =1,
gdzie {f, g} = g_;{ % — % % nazywa si¢ klasycznym nawiasem Poissona. Fakt, ze nawias Poissona

dwdch funkeji i komutator dwdch operatoréw (komutatorem operatoréw A i B nazywamy operator
[A,B] = AB — BA) maja podobne wlasnosci sktonil Diraca do postawienia pewnej hipotezy.
Zaklada ona, ze kazdej funkcji f w teorii klasycznej odpowiada operator Q(f) w teorii kwantowej
w taki sposéb, ze sposrdéd wszystkich funkceji tej teorii istnieje jedna para funkcji p i x, dla ktorej
speliony jest zwiazek

[Qp), Qx)] = —ihQ({p, x}) = —ihQ(1) = —ihl.

Idea ta stala sie inspiracjg do zbudowania matematycznych podstaw mechaniki kwantowej.
Naturalne bowiem staja sie pytania o to, w jakim systemie uda sie zapewni¢ te rownos¢, oraz czy
mozliwe jest istnienie wiecej niz jednego matematycznego modelu, w ktérym powyzsza réwnosé
jest spelniona. Przedstawimy teraz twierdzenie, ktére pokazuje, ze odpowiedniego modelu nie
mozemy znalez¢ w teorii operatorow ograniczonych.

Twierdzenie 1.1. Niech H bedzie osrodkowq przestrzeniq Hilberta. Wtedy nie istniejg operatory
A, B € B(H), ktorych komutator [A, B] = AB — BA jest réwny identycznosci.

Twierdzenie to po raz pierwszy zostalo udowodnione przez A. Wintnera w 1947r.([9] twier-
dzenie 13.6).

Dowdd. Przypomnijmy, ze komutator ma nastepujaca wlasnosé: [AB, C| = A[B,C]+[A, C|B dla
A, B,C € B(H).



Zal6zmy teraz nie wprost, ze A, B € B(H) i [A, B] = I. Wtedy ciag a, = [A"™, B] zadany jest
wzorem [A", B] = nA"~!. Rzeczywiscie a; = I = A°. Ponadto

[A"T1 B] = A[A™, B] + [A, B]A"
= AnA"t 4 A" = (n 4+ 1)A™,

co stanowi krok indukcyjny dowodu. Wobec definicji wyrazu a,, otrzymujemy nieréwnosé

nl| A" < A" B]| + | BA”
|

<
< A" HIIABI + [ BAJ A" .

Dzielac obustronnie przez ||A" || # 0 otrzymujemy, ze
n < ||AB|| + || BA]|.
Poniewaz zalozyliSmy, ze operatory A, B sa ograniczone, wiec otrzymujemy sprzecznosc. O

Mozemy wywnioskowaé stad, ze mechanika kwantowa nie moze opierac sie tylko na teorii ope-
ratoréw ograniczonych. W niniejszej pracy prezentujemy rozwazania, ktére prowadza do Twier-
dzenia Stone’a-von Neumanna. Twierdzenie to daje odpowiedZz na pytanie o istnienie innych
matematycznych modeli mechaniki kwantowe;j.

W niniejszej pracy nigdzie nie korzystamy z twierdzenia spektralnego. Twierdzenie to po-
zwoliloby na znaczne uproszezenie wielu rozumowan np. dowodu twierdzenia Stone’a, (patrz [3]
rozdzial IV §11.1) jak tez probleméw zwiazanych z opisem dziedzin operatoréw samosprzezonych.
Wydaje sie jednak, ze takie bardziej elementarne podejécie tez ma swoja wartosc.

W tym miejscu chcialabym bardzo serdecznie podzigkowaé¢ swojemu promotorowi profesorowi
Pawlowi Glowackiemu za wielkie zaangazowanie, otwarto$¢ i danie mozliwoéci napisania jakze
ciekawej dla mnie pracy magisterskiej.



Rozdziat 2

Operatory potozenia i pedu

Niech H oznacza osrodkowsq przestrzen Hilberta, natomiast A bedzie operatorem okreslonym
na gestej podprzestrzni D(A) C H, co zapisujemy A : D(A) — H. Jesli D(A) = H i A jest
operatorem ograniczonym i ciaglym to piszemy, ze A € B(H).

2.1 Operator potozenia
Definicja 2.1. Niech A : D(A) — H . Dziedzina operatora sprzezonego A* nazywamy zbiér
D*(A)={yeH: z— (Ax,y) jest ciagle}.

Definicja 2.2. Operatorem sprzezonym do A : D(A) — H nazywamy jedyny operator A*, taki
ze dla kazdych ¢ € D*(A), ¢ € D(A)

(Ap,¥) = (p, A™) .

Definicja 2.3. Operator A na przestrzeni H nazywamy samosprzezonym, jezeli D(A) = D(A*)
oraz A = A*. To znaczy, ze dla kazdych ¢, ¢ € D(A) = D*(A) zachodzi réwnosé

(o, AY) = (Ap, ) .

Definicja 2.4. Operator A o gestej dziedzinie D(A) nazywamy symetrycznym, jesli

(Ap,¥) = (¢, AY)
dla ¢, ¢ € D(A).

Uwaga 2.5. Oczywiscie jedli A jest symetryczny, to D(A) C D(A*). Ponadto dla operatoréw ogra-
niczonych definija operatora symetrycznego jest réwnowazna definicji opratora symetrycznego.

Definicja 2.6. Operatorem potozenia w przestrzeni Hilberta L?(R) nazywamy operator Q dany
wzorem

Qf=xf.
Dziedzina tego operatora jest zbiér D(Q) = {f € L? : zf € L?}.

Twierdzenie 2.7. Operator poloZenia jest samosprzezony.

W dowodzie tego twierdzenia skorzystamy z nastepujacego lematu.



Lemat 2.8. Niech g # 0 bedzie funkcjqg mierzalng takg, zZe ffn lg(z)|2dx < oo dla kaidego n.

Jesli ponadto istnieje stata C > 0, taka ze dla kaZdego f € L*(R)

+oo
/“|WMWMM<CWM

to g € L*(R).

Dowdd. Jezeli nasza nieréwnoéé zachodzi dla kazdego f € L?(R), to w szczegélnosci mozemy
przyja¢ f = xng, gdzie x, oznacza funkcje charakterystyczna przedzialu [—n,n]. Oczywiscie

f € L?(R). Mamy zatem
0< / g(@)Pdz < C </ |g(x)|2dx>

dla dostatecznie duzych n. Dzielac obie strony nieréwnosci przez ([ | g(z)]2dz)z # 0 i przecho-
dzac z n do nieskonczonos$ci dostajemy teze. O

Udowodnimy teraz Twierdzenie 2.7.

Dowdd. Wykazemy, ze zachodza réwnosci D(Q) = D(Q*) i Q@ = Q*. Aby sprawdzi¢ D(Q) =
D(Q*) pokazemy dwie inkluzje.

(9 Latwo widaé, ze @ jest symetryczny, wiec D(Q) C D(Q*).

(2) Niech h € D(Q*). Wtedy istnieje stala Cj, taka, ze | (Qf, h)| < Cp, - || f|l2- Dalsza czesé
uzyskujemy podstawiajac w lemacie g := xh.

Ponadto D(Q) jest gestym podzbiorem L?(R). Wynika to natychmiast z obserwacji, ze D(Q)
zawiera zbiér zlozony z funkcji charakterystycznych odcinkéw domknietych w R, ktéry jest liniowo
gesty w L%(R).

Ostatecznie pokazemy, ze @ = @* dla kazdego ¢, ¢ € D(Q) = D*(Q):

+oo +oo
@%w=/ x@ﬁ=/ GTdt = (9, QU .

— 00 — 00

2.2 Operator pedu

Definicja 2.9. Transformatg Fouriera funkcji f € L?(R) w punkcie £ nazywamy wyrazenie

o= [ e

— 00

Definicja 2.10. Operatorem pedu w przestrzeni Hilberta L?(R) nazywamy operator P dany
wzorem

. d

Dziedzine tego operatora definiujemy w nastepujacy sposéb:

o~ JFOO o~
feMﬂ¢:feM@¢:/:£muW@<m



Definicja 2.11. Jezeli D C D(A) i dla kazdego x € D(A) istnieje x,, € D, taki ze
T, —x, Az, — Az,
to méwimy, ze D jest rdzeniem (istotna dziedzing) operatora A.

Definicja 2.12. Klasa Schwartza na R nazywamy zbidr funkcji f inC°(R) takich, ze dla kazdych
liczb catkowitych n, m istnieje stala M, ze

" £ ()] < M.
Klase Schwartza bedziemy oznaczaé przez S.
Twierdzenie 2.13. Klasa Schwartza na R jest rdzeniem operatora pedu.

W dowodzie tego twierdzenia bedziemy korzystaé¢ z réwnosci Plancherela (patrz np. [1])
I£llze = IF]lz2, f € LA(R).
Dowdéd. Niech f € L*(R), ¢n(z) = GO

L, gdy [z| <n

— o0
«mx)—{o’ ody ] > 2n, e C®, 0< 1, <1.

Funkcje ¥, - (pn * f) naleza do S . Pokazemy, ze
L? . L?
W tym celu wykazemy kolejno, ze

1 o f —2s §,

n— oo

L2
2. opx f —— f,

2

3. wn(@n*f)ni—oo’fv

4. P(ihn - (pu* ) —2— PF.

n—oo

Ad. 1. Poniewaz dla wszystkich x € R, 0 < ¢, f(x) —— f(z) i dla kazdegon |, f(z)| < |f],
wiec na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej

[on() = £ = im [ fousta) - £ do

-/

Ad. 2. Korzystajac z rownosci Plancherela otrzymujemy, ze

2

lim (¢ f(2) = f(2))| dz=0.

n—oo

+oo
liows £ =l = [ low f(0) — f@) da

— 00

+oo ~ 2
[ |e@fe - Feol a

— 00

+oo ~ 2
— [l -17 o) e

— 00



-~

2 2
‘ < ‘f(f)‘ , wiec na mocy twierdzenia

Poniewaz 3,(€) = e~ 9" 1 [5,(6) — 11| (o)
Lebesgue’a o zbieznoéci ograniczonej otrzymujemy, ze
+ oo

Jim 1Bu() — 12 !f(f>\2d5 - /:O

n—oo
— 00

2~ 2
lim 3.(6) 1] |Fe)| @ =o.

n—oo

Ad. 3. Z 1) 1 2) otrzymujemy, ze

9 - (pn* ) = fllee < l¥nf — fllez + 1n(pn * f — f)llz2

[ = fllzz + llon * f = fllze —— 0.

Ad. 4. Rzeczywiscie,

d d
1P - (o % £)) = PFIIZe = | =il =t - (pn % ) = —FlIZ2-
Korzystajac z rownosci Plancharela i wzoréw
d oy oh d . d
d_gf(f) =2migf(§), = (on* f)(@) = (- on * f)(2)

otrzymujemy, ze

d d | > 2 .
|- ons =gt =om [ Jeemmomo ey - e e

=27 /O:O(e_”(nlg)2 —1)? ‘ff(f)‘z dg,

co na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej zbiega do zera przy n dazacym
do nieskoniczonosci.

O

W celu wykazania, ze klasa Schwartza na R jest rdzeniem dla operatora potozenia pokazemy,
ze pomiedzy operatorami potozenia i pedu zachodza pewne relacje. Bedzie to tematem kolejnego
podrozdziatu.

2.3 Relacje pomiedzy operatorami potozenia i pedu i ich
konsekwencje

Lemat 2.14. Pomiedzy operatorami polozZenia i pedu zachodzi zwigzek

Pf=2rQf, feD(P)<+ feDQ).

Dowdd. Rzeczywiscie,

e +o0 od
—ige /() = —i/_m et @
_ _if(x)e—Qwim§|-_|-z i 27‘(/ 0 fe—Qﬂ'imff(a;‘)dZ'

= 2m¢ f(£).



Twierdzenie 2.15. Klasa Schwartza na R jest rdzeniem operatora polozenia.

Dowéd. Niech ¢, := (¥n(pn * f))” (z). Poniewaz transformata Fouriera przeprowadza klase
Schwartza na klase Schwartza wzajemnie jednoznacznie i funkcje g, € S. Oczywiscie g, —— f.
Korzystajac teraz z Lematu 2.14 i z Twierdzenia 2.13 otrzymujemy, ze

~ L7 > 7
Qon —— Qf, [feD()
n—oo
co pokazuje, ze klasa Schwartza jest rdzeniem operatora polozenia. O

Definicja 2.16. Operator U : H — H liniowy i ciagly nazywamy unitarnym wtedy i tylko wtedy,

gdy
UU* =U*U = 1.

Uwaga 2.17. Operator liniowy U : H — H jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy
(Uz,Uy) = (z,y), x,y€H.

7 twierdzenia Plancherela wynika natychmiast, ze transformata Fouriera jest operatorem uni-
tarnym.

Twierdzenie 2.18. Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, a U operatorem unitarnym, to
U—LAU jest operatorem samosprzezonym.

Dowéd. Przyjmijmy D(U~LAU) = U~1(D(A)). Operator UL AU jest symetryczny, bo
(UTTAU (U™ ), U ty) = (Az,y) = (2, Ay)
= (U2, UM AU (U 1y))
dla z, y € D(A). Zatem D(U~'AU) C D((U~LAU)*). Niech z € D(U'AU)*). Wtedy
(Az,Uz) = (UTTAU (U '), 2).

Ponadto odwzorowanie & +— (Axz,Uz) jest ciaglym funkcjonalem na = € D(A). Zatem Uz €
D(A*) = D(A), wiec z € D(UTTAU). O
Twierdzenie 2.19. Operator pedu jest samosprzezony.

Dowdd. Poniewaz @) jest operatorem samosprzezonym, wiec takze 27() jest operatorem samo-
sprzezonym. Z Lematu 2.14 natomiast wynika ze P = F~127rQF. Z unitarnosci transformaty
Fouriera i z Twierdzenia 2.18 otrzymujemy teze, ze P jest operatorem samosprzezonym. O

Definicja 2.20. Niech A bedzie operatorem okreslonym na przestrzeni Hilberta H. Spektrum
operatora A definujemy jako

o(A) = {A € C: AI — A nie jest odwracalny}.

Lemat 2.21. Niech A : D(A) — H, gdzie D(A) bedzie gestq podprzestrzenig H, wtedy A* jest
operatorem domknietym. Operator A jest domkniety, gdy ma domkniety wykres.

Dowéd. W celu wykazania domknigtoéci wykresu A* wystarczy pokazaé, ze jedli dla kazdego
ciagu (z,) € D(A*)

Tp —250 i A'zm, —y, to y=0.
Dla kazdego z € D(A) mamy

(y,2z) = lim (A*zp, 2z) = lim (x,, Az) =0,

n—oo n—o0

co implikuje, ze y = 0. O



Twierdzenie 2.22. Spektrum operatora samosprzezonego jest rzeczywiste.

Dowdd. Niech A bedzie operatorem samosprzezonym o gestej dziedzinie w H. Wykazemy, ze dla
A = a + bi, gdzie b # 0 operator AI — A jest odwracalny. Zauwazmy, ze

(A — A)a,2) = Az, ) — (Az,a) = alla|2 — (Az,2) + ibllz|2, = € D(A).
Stad otrzymujemy
(O = A)z, )| > o] - |||, (2.23)

a w konsekwencji (Al — A)x = 0 pocigga x = 0, co oznacza, ze \I — A jest réznowartodciowy.
Zauwazmy nastepnie, ze (A — A)(H) jest gestym podzbiorem H.Rzeczywiscie dla © € D(A)
mamy, ze dla kazdego y € H

(M — A)x,y) =0 implikuje, ze (x, (A — A)y) =0

dlay € DM — A). Z powyzszego wnioskujemy, ze jesli (M — A)y =0, to y = 0. Aby zakohczyé
dowéd zauwazmy, ze A\l — A = (A — A)* a wigc operator Al — A jest domknigty na mocy Lematu
2.21. Stad wynika, ze (AI — A)(H) = H. Mianowicie, niech y,, = (A — A)x,, — y. Z nieréwnosci
2.23 wynika, ze (z,) jest ciagiem Cauchy’ego, wiec x,, — x € H. Poniewaz jednocze$nie (A —
A)x,, — y ioperator A\I — A jest domkniety, wiec x € D(A) i y = (A — A)z. O
Whiosek 2.24. o(P) =0(Q) =R.

Dowdd. Poniewaz operatory polozenia i pedu sa samosprzezone, wiec na mocy Twierdzenia 2.22
otrzymujemy, ze o(P) C R i c(Q) C R. W celu wykazania inkluzji R C o(P) i R C ¢(Q)
zal6zmy, ze A € R. Pokazemy, ze operator AI — @) nie jest odwracalny. W tym celu zauwazmy, ze

IO = @iz a2 = 1= 2)xp— 21125
1
< EHX[,\f%,,\f%] 122

Stad otrzymujemy, ze

1
1A = 2)xpa-2 2= 2yllze < —lixpa-za-gyllze

Poniewaz funkcje X[(A—1 -1 naleza do L%(R), wiec A — Q nie jest odwracalny, co pokazuje,
ze A € 0(Q). W celu wykazania, ze dla A € R operator A\I — P nie jest odwracalny wystarczy
przypomnieé, ze P = F~12nQF, gdzie F jest transformata Fouriera. Wynika stad, ze operator
Al — P jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy A\ — @ jest odwracalny, a wiec R C o(P). O

Twierdzenie 2.25. Dla operatoréw potoZenia i pedu, okreslonych na przestrzeni Hilberta L?(R)
i f €S, zachodzi nastepujgca réwnosé

PQf—QPf=—ilf, feSR).
Dowdd. Rzeczywiscie,
PQ() = ~iAerf(r) = ~if(r) — i () = ~if(2) + QP (z).
O

Operatory polozenia i pedu sg operatorami nieograniczonymi. Aby badaé ich wtasnosci po-
trzebna jest konstrukcja grupy operatorow unitarnych. W nastepnym rozdziale doktadniej omo-

wimy te grupe.



Rozdziat 3

Grupa jednoparametrowa
operatorow unitarnych

Celem tego rozdziatu jest zdefiniowanie grupy operatoréw unitarnych U; = e*4t dla ograni-
czonego operatora A na przestrzeni Hilberta i udowodnienie kilku jej wlasnosci.

3.1 Definicja i wlasnosici operatora e

Definicja 3.1. Niech A € B(H). Operator e definiujemy w nastepujacy sposob:

e k
A A
e = -
k!
k=0

Szereg po prawej stronie jest dobrze okreslony, poniewaz jest bezwzglednie zbiezny.
Lemat 3.2. Operator e? posiada nastepujgce wlasnosci:

L [[e|] < el

2. Jesli A,B € B(H) i A, B komutujq, to [A, e8] = AeP —ePA = 0.

3. Jesli A,B € B(H) i A, B komutujg, to e8P = eAeB,

Dowdd.

1. Rzeczywiscie,

||eA|| = = lim

R T

N
. AF
dm > o
k=0

%E%O;OHE

2. Skoro operatory A i B komutuja, wiec [A, Zg:o %] = 0. Przechodzac z N do nieskonczo-

noéci otrzymujemy, ze [A, e?] = 0.

10



3.

Przypomnijmy, ze
k
k
A+ B k _ Aanfn
(4+B) ;g%(n)

. . . k k . . . . . 7
Poniewaz szeregi > po %, Yoo % sg bezwzglednie zbiezne, wiec mozemy zastosowaé
twierdzenie o iloczynie Cauchy’ego szeregdéw. Mamy wiec

X gk X pk >~ k Ak-n  pn
D DETD BEviED B By s

k=0 k=0 k=0 n=0
oo k oo
_ 1 k k—n pn __ (A+B)k _ _A+B
=S (P =y AR e
k=0"" n=0 k=0

O

3.2 Definicja i wlasnosci grupy jednoparametrowej opera-

tor6w unitarnych

Definicja 3.3. Niech A € B(H) i A= A*. Wtedy,

, (itA)k
Ut:emt:z(lt )

k!
k=0

nazywamy grupa jednoparametrowa operatoréw unitarnych.

Lemat 3.4. Grupa jednoparametrowa operatoréw unitarnych posiada nastepujgce wlasnosci:

1. Uy =1,
2. Uy jest unitarny dla kazdego t € R,
3. }gr(l) Uy =1,
4. Upys = UUy gdzie t,s € R,
5. Letd| _ =iA
Dowad.
1. Oczywiscie, Uy = €94 = 1.
2. Pokazemy, ze U, U} = UU; = I. Zauwazmy, ze

N

, AR
Ut*:(ezAt)*: <N1£nooz(lk') ) :]\}gnoo<

N . * N .
, (i At)* , ((iAt)k)*
:Nlinookz< k! ) = Jm >

=0 k=0
N .
At)*)k s .
k=0 ’

Stad ‘ ‘
Ut*Ut — UtUt* _ UtU—t _ eltAefztA = I.

11



. Oczywiscie, dla |¢] < 1

o0

Z

lim ||eitA I|| = hm
t—0

[t H]Al~ 1||A||k : Al
< — = .
i [{] E < lim £ (e 1)=0

. Poniewaz i(s + t)A = isA + it A, wiec operatory isA oraz it A komutuja. Ponadto sa ogra-
niczone, wigc na mocy Lematu 3.2 (punkt 3)

Ut+s _ ez(tJrs)A _ ltA zsA =U,U,.

. Oczywidcie, ,
d 1tA| — lim ezhA -1
dt t=0 h—0
Wystarczy pokazaé, ze limy,_,g ‘ eihz_ — zAH = 0. Rzeczywiscie,
eihA -7 eihA -1
— Al ||———— —iA
h H N h
B e (iA)khkfl
B Z k!
k=

- [lAl* Ihl’“ '
Z )

co przy h dazacym do zera zbiega do zera.
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Rozdziat 4

Grupa jednoparametrowa
operatora samosprzezonego

Celem tego rozdziatu jest zdefiniowanie grupy jednoparametrowej e*4* operatora samosprze-
zonego A : D(A) — H okre$lonego na gestej podprzestrzeni D(A) C H. Bedziemy stosowad
oznaczenie Z* = Z\{0}.

4.1 Przygotowanie do dowodu twierdzenia Stone’a

Definicja 4.1. Niech B = iA. Dla n € Z* definiujemy
Jn=T—-n"1B)"L

Jest to poprawna definicja, poniewaz o(B) C iR.
Lemat 4.2. Dla kazdego n € Z* operator J, posiada nastepujgce wlasnosci:

1. Jr=J-n,

2. |Tall <1,

3. JuB =BT, =n(T, — I) i operator BT, jest ograniczony,

4. limjy oo Tnx =2, x € H.
Dowad.

1. Rzeczywiscie, JF = (I —n 'B)" )= —n"'B* )1 =T +n"1B)"t = J_,.

2. Mamy ((I —n™'B)z,z) = ||z||* — n~! (Bx, z) . Poniewaz

2> =Re((I —n 'B)z,z) a n'(Bz,z)=Im{((I—n"'B)z,z),
wiee [{((I —n~'B)z,z) | > ||z]|?. Korzystajac z nieréwnosci Schwarza
(= n"'B)a,) | < (I - n~"B)a|

dostajemy, ze ||(I —n~'B)z||||z|| > ||z||?. Dzielac te nieréwnosé przez ||z|| dostajemy ||(I —
n'B)a||lz]| > ||z||. Podstawiajac (I —n~'B)z = y otrzymujemy, ze |[y|| > || Tulllly]| dla
kazdego y € H. Stad ||J.| < 1.
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3. Zauwazmy, ze B : D(B) — H jest surjekcja, natomiast I —n~1B : D(B) — H jest bijekcja.
Stad J, : H — D(B) jako odwzorowanie odwrotne do I — n~!B jest réwniez bijekcja.
Poniewaz

Il =n"'B) = (I —n"'B)J, = Ip),
wiec przeksztalcajac powyzsze réwnanie otrzymujemy, ze
Przejdzmy teraz do pokazania réwnosci z tezy:
BJ,=B(I -n"'B)~!
= 'BI-n"'B)"' —n(I —n"'B)" '+ n(I -n"'B)"!
=T -n"'B)y'n(n'B-I)+ (I -n"'B)"'n
= n(Jn - I)a
co pokazuje ,ze operator B.J, jest ograniczony dla kazdego n € Z*.
4. Wystarczy pokazac, ze dla kazdego x € D(J,) lim,| . || Tn® — || = 0. Mamy,
[Tz = zll = |(I = n~'B) 'z — 2
= -n7'B)" (I~ (I =n7'B))a| = n~"||TnBa|.

Poniewaz operator J,, B jest ograniczony, wiec wyrazenie n~t|| 7, Bz| zbiega do zera przy
n dazacym do nieskonczonosci.

O
Definicja 4.3. Dla ustalonego n € Z* i t € R definiujemy

Tt(") = e!BIn gdziet-n > 0.

Lemat 4.4. Dia kazdych m,n € Z* i dla kazdycht € R, x € 'H operator Tt(") posiada nastepujgce
wiasnosci:

L g =M g

2. |t <1,

3. ATy = BT, T e, v € H.
Dowad.

1. Zauwazmy, ze

Tt(m) — tBIm _ gtm(Im—1) —mt mtTm

Mozemy wiec réwnosé jnTt(m) = Tt(m)jn zapisaé¢ w postaci
jne—mtemtjm _ e—mtemtjmjn )

m

Dzielac obustronnie przez e~ otrzymujemy J,,e™Im = e™tIm 7. Operator J, jest ogra-
niczony zatem na mocy Lematu 2.2 wystarczy pokazac, ze

TInImx = ImInx dla kazdego x € H.

14



Rownosé I, Imx = ImInx jest réwnowazna réwnosci Jp,x = jn_ljmjnx. Rzeczywiscie,

T I TIne = (I —n ' B) T Tz

= (jm - n_lBjm)jnx = (jm - n_lij)jnx

= jm(-[ - nilB)jn = ijniljnx = me

2. Oczywiicie,

1TV = et B ) = flem"tem |

e

— e—nt”entJnH < e—ntentHJnH <1.

3. Niech z € D(B). Na mocy Lematu 3.4

%Tt(n)x = tBJIn BJ,x.

Poniewaz BJ, = J,B, wiec korzystajac z Lematu 2.2

¢'BIn B Jox = BJne'BIny = BJ, T ™.

O

4.2 Twierdzenie Stone’a o istnieniu grupy jednoparame-

trowej operatora samosprzezonego
Twierdzenie 4.5 (Stone’a). Dla kazdego x € D(A) istnieje granica

Tix = lim Tt(n)x,

[n|—oo
przy czym zbiezno$c jest niemal jednostajna ze wzgledu na t € R.

Dowdd. Wykazemy, ze ciag Tt(")x jest fundamentalny. Rzeczywiscie,

n m ' d m
(T =T ,y) = /0 45 (T Ty ds

" d )
— [ {Lpempm d
/o<d8 e ts xy> ’

= [ (BFuz = BTz, (10T m)i-,)"y) ds.
Stad
t
(270 = 12.y)| < [ 1508z = 7.Bal ly]ds
0

< |t TnBx = T B[yl
< [t (|InBx — Ba|| + || Tm Bz — Bll[|yl]) -

15
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Tezg¢ otrzymujemy korzystajac z nieréwnoéci

[ A2]l < sup [(Az,y)|,dla A € B(H).

lyll<1
Wtedy
1T = 1al| < sup (T — 1", y)|
llyll<1 (4.6)
< [t TIm Bz — Tn Bz||||y |l '
< [t([|TmBx — Bz|| + || JnBx — Bz|) <e,
dla dostatecznie duzych n, m. Widaé tez, ze zbiezno$¢ jest jednostajna, przy ustalonym t. O

4.3 Wlasnosci grupy jednoparametrowej operatora samo-
sprzezonego
Lemat 4.7. Operatory rodziny {T;}ter maje nastepujgce wlasnosci:
1. Kazdy T; jest unitarny,
2. Ty,s = Ty,
3. limy oTyx =z dlax € H,
4. Dla kazdego x € D(A)
}LH(I) t~}(Tyx — x) = Ba,

5. Jedli dla danego x € H powyzsza granica istnieje, to x € D(A).

Dowad.
1. Pokazemy, ze T} Tix = = dla kazdego x € 'H. Poniewaz T} = T_;, wiec wystaczy wykazac,
ze T_1Tyx = x. Oczywidcie,

T Tz = lim T™TG "z,

n—oo

Zauwazmy, ze

||etA — I|| < sup ||AeSA|| [t].
0<s<t

<s<t

Stosujac te nieréwnosé do operatora Tt(")TS") otrzymujemy, ze

7T g — a:H < sup
0<s<t

(BJo = BI ) BB |t

sup |[(BF, = BI-)TOT x| 1t
0<s<t

< (T = T=n) B[ 1],

co przy n dazacym do nieskonczonosci zbiega do zera.
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2. Oczywidcie dla t, s tych samych znakéw Ty T = lim, o etBInesBIn Poniewaz, BT, = J,.B
i operatory BJ,, JnB sa ograniczone, wiec na mocy Lematu 2.2 e!BInesBIn — e(t45)BTn,
Stad

lim e!BInesBIn — lim (t+5)BIn

n—oo n—o0

=Tiys.
Zal6zmy bez straty ogdlnosci, ze t > s > 0. Pokazemy, ze T3T_; = T;_s. Oczywiscie,
LT s =T 56T s =T TT s =Ty,
poniewaz juz w punkcie 1. sprawdzilidémy, ze TsT_, = 1.
3. Chcemy pokazaé, ze lim;_,q lim,_ o Tt(")x = x. Rzeczywidcie,

lim lim Tt(")x = lim lim Tt(")x =2,

t—0n—oo n—oo t—0

poniewaz zgodnie z Twierdzeniem 4.5 mozna zamieni¢ kolejnoéé przejéé¢ granicznych.

4. Mamy,
Tix —x Tix — Tf(n)x Tf(n)x —x
P — Bz|| = - 7 - + — 7 — InBzr + J,Bxr — Bx
Tix — T(”) T(n) _
<=t L—— —J.Ba| + | J.Bx — Ba]
Tix — Tt(")x

Korzystajac z nieréwnosci 4.6 dostajemy lim = 0. Na mocy punktu 4

n—oo

Lematu 4.2 i punktu 5 Lematu 3.4 otrzymujemy

(n)
T _
lim_lim 2t P7Y  7.Bzl|=0 i lim |J,Bx— Bz| =0.
5. Niech
I Tix —x _
120 t v

Jezeli dla kazdego z € D(A) zachodzi réwnosé
(—iBz,x) = (z,—1y),

gdzie B = iA, to x € D(A*). Poniewaz A jest operatorem samosprzezonym, wiec mamy ze
x € D(A). Rzeczywiscie, korzystajac z podpunktu 4 dostajemy

(—iBz,z) = lim Eilli =Dz
’ t—0

t
T <Z,i(T_t — I).13> o .
= lim —————— = {2, —1y),

co dowodzi tezy.
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Whniosek 4.8. Zagadnienie poczgtkowe

d

00 = Bu(t) + f(t),  u(0) =,

gdzie f : R — H jest odwzorowaniem cigglym, ma dokladnie jedno rozwigzanie u : R — H klasy
C' dane wzorem

t
u(t) = e'Bug —|—/ =B f(s5)ds.
0

Rozwiazanie powyzszego zagadnienia poczatkowego wykorzystuje catke z funkcji ciaglej o
wartosciach wektorowych. Zanim przejdziemy do dowodu wniosku przyblizymy to pojecie.

Definicja 4.9. Podzialem odcinka [a,b] C R nazywamy kazdy skoficzony zbiér P C [a, b] zawie-
rajacy oba konce odcinka. Niech

a=ty<ti <ty <..<ty=0b>
beda punktami podziatu P. Odcinki
Iy = [tk—1,tx), 1< k<N,
bedziemy nazywali odcinkami podziatu P.

Definicja 4.10. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta, a f : [a,b] — H funkcja ciagla o warto-
$ciach w H. Jako odwzorowanie ciagte o dziedzinie zwartej f jest jednostajnie ciagla. Niech P
bedzie podziatem [a, b] o odcinkach I, = [tr_1,t]. Liczbe

N
S(F,P) = |L[f(tx)
k=1

nazywamy riemannowska suma calkowa funkcji f wyznaczona przez podzial P. Srednicg podzialu
P nazywamy liczbe
o(P) = max |Z;].

Twierdzenie 4.11. Jesli { P, } jest ciggiem podzialéw odcinka [a,b], takim zZe lim,, o 6(P,) = 0,
to
S(f,Pn) > s€H,

gdzie wektor s nie zalezy od wyboru ciggu. Wektor ten nazywamy calkq z £ i oznaczamy

s = /ab f(t)dt.

Ponadto dla calki z funkcji wektorowej zachodzi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.12. Jedli £ : (a —e,b+ ) — H jest rézniczkowalna w sposdb ciggly, to

/ b £ (t)dt = £(b) — f(a).
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Zwréémy uwage na to, ze catke Riemanna z funkcji wektorowej definiuje sie analogicznie
jak calke z funkcji o wartosciach rzeczywistych. Poniewaz w dalszej czesci pracy nie bedziemy
korzystaé wiecej z tego pojecia, dlatego nie bedziemy tu wnikaé w szczegdly techniczne. W celu
wyjasnienia wszystkich detali odsylamy czytelnika do [3].

Dowéd Wniosku 4.8. Przypomnijmy, ze funkcja u(t) o wartoéciach w przestrzeni Hilberta H jest
rozwigzaniem réwnania Lu(t) = Bu(t) 4+ f(t), ponadto B* = —B. Rozwazmy teraz funkcje
v(t,s) = e®=*)By(s). Poniewaz operatory B i e(*=%)B komutuja, wiec dla funkeji v zachodzi
réwnosé

%v(t, s) = —Bel™)By(s) + e(t_S)BBu(s) + =B f(s)
=3B £ ().

Catkujac obie strony powyzszej rownosci otrzymujemy, ze

/Ot div(t’ s)ds = /t =B f(5)ds.

S 0

Korzystajac z Twierdzenia 4.12 dostajemy v(t,t) — v(t,0) = fg e(t=9)B f(s)ds, a stad mamy, ze
u(t) wyraza sie¢ wzorem

u(t) = eBu(0) + /t et=)B f(5)ds.

0

Whniosek 4.13. Jesli mocno ciggla rodzina {St}te]R operatorow spetnia warunki
x x, =
l t t 0

dla kazdego v € D(B), to Sy =Ty, t € R.

Dowdd. Wynika to bezposrednio z jednoznacznosci rozwiazania zagadnienia poczatkowego z
Whiosku 4.8. O
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Rozdziat 5

Twierdzenie Stone’a-von
Neumanna

W tym rozdziale sformutujemy Twierdzenie Stone’a-von Neumanna, niestety zostanie ono
podane bez dowodu. Bedziemy uzywaé oznaczenia T; := €4 dla t € R. W dalszej czesci pracy
zakladamy, ze istnieje wspélny rdzen D operatoréw A i B taki, ze A, e : D — D(B) i B, "B :
D — D(A). W przypadku operatoréw P i Q takim rdzeniem jest np. klasa Schwartza.

5.1 Zbiér G = {eePe*Q : (t,5,\) € R?} jako grupa

Twierdzenie 5.1. Niech f € L*(R). Grupa jednoparametrowq operatora polozenia Q wyraza sie
wzorem

"9 f(x) = € f ().
Dowdéd. Pokazemy, ze {e'**},cg spelnia zagadnienie poczatkowe

d .
Eu(s) =1iQu(s), u(0)= f(z).

Przypomnijmy, ze Qf(z) = zf(z), dla f € L?(R). Wtedy
d ; . L UST - ST 0z
¢ fl@) =iwe™ f(x) =iQe™ f(x), e “f(x) = f().
Na mocy 4.8 otrzymujemy réwnoéé grup jednoparametrowych e**@ f(z) = e* f(z). O

Twierdzenie 5.2. Niech f € L?(R). Grupa jednoparametrowq operatora pedu P wyraza sie
wzorem

U f(@) = f( +1).
Dowdd. Pokazemy, ze {f(x + t)}+er spelnia zagadnienie poczatkowe

d

—u(t) =iPu(t), u(0) = f(z).

Przypomnijmy, ze Pf(x) = —i% (7), dla f € L3(R). Wtedy

d d NN
Ef(a:—i—t) = %f(x—i—t) :z(—z)af(a:—i—t)
=iPf(z+1t), flz+0)=f(z).
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Ponownie na mocy 4.8 otrzymujemy réwnoéé grup jednoparametrowych e** f(z) = f(z+t). O

Twierdzenie 5.3. Zbior G = {e*e®FeiQ : (t,5,\) € R3} tworzy grupe z dzialaniem mnozenia
operatorow.

Dowdd. Elementem neutralnym grupy G jest element ee®Pe®? = J. W celu pokazania, ze

e eitP eisQeiti ot PpisiQ ¢ (¢ wykazemy najpierw, ze

eitPeisQ — eisteisQeitP.
Rzeczywiscie,

eitPeisQf(x) _ eitPeisacf(x) _ eis(ert)f(x + t)

—_ eisteismf(x T t) _ eiSteisQe”Pf(x).

Stad
A itP isQ X1 it P yis1Q _ ,i(A+AL) it P isQ ita P is1Q
— i) itP —isty it1 P isQ ,is1Q

— ei(AJFAl_Stl)ei(t‘i’tl)Pei(le‘sl)Q.

7 tego wnioskujemy, ze elementem odwrotnym do ei*ePeiQ jest e A8t e=itPe=i5Q ¢ . [

Grupe te nazywamy grupa Heisenberga.

5.2 Twierdzenie Stone’a-von Neumanna i jego konsekwen-
cje

Zanim przejdziemy do sformutowania twierdzenia Stone’a-von Neumanna zdefiniujemy pojecie

rodziny nieprzywiedlnej i pokazemy, ze rodzina {€®F },crU{e?%} ;R jest nieprzywiedlna w L2(R).

Definicja 5.4. Rodzina A jest nieprzywiedlna w L?(R) jedli jedynymi domknietymi podprze-
strzeniami liniowymi niezmienniczymi na elementy rodziny A sa {0} lub L?(R).

Lemat 5.5. Rodzina 4 ,
{eltp}teR U {eth}tE]R

jest nieprzywiedina w L*(R).

Dowéd. Niech V C L?(R) bedzie domknieta podprzestrzenia liniowa niezmiennicza na przesunie-
cia i mnozenie przez funkcje ' dla t € R. Pokazemy, ze wtedy V = {0} lub V = L?(R). Niech
@ € L?(R) bedzie wektorem spetniajacym warunek

o0
| @@ =0
—0o0
dla kazdej funkcji f € V. Poniewaz przestrzen V jest liniowa i zamknieta na mnozenie przez '@,

wiec

/DO e f(x)@(x)dx = 0.

—00

Powyzsza calka to transformata Fouriera funkeji f(x)@(z). Skoro f(x)@(x)/\: 0 to dostajemy, ze
dla kazdego x € R f(z)p(x) = 0. Korzystajac teraz z faktu, ze V jest zamknieta na translacje
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otrzymujemy, ze dla wszystkich z, y € R f(x+y)@(x) = 0. Ustalmy teraz funkcje f € V i zal6zmy
oniej, ze f(z) #0dlaz € A C (a,b), gdzie A((a,b)\A) < e. Przypu$émy ponadto, ze ¢(x) # 0 dla
z € B C (c,d), gdzie A((c,d)\B) < e. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze b—a = d—c,ic = 1(b—a).
Poniewaz V jest niezmiennicza na translacje oznaczaloby to, ze dla kazdego przesuniecia funkcji
f zachodzi warunek f(z + y)@(z) = 0. Oczywiscie nie jest to mozliwe. Jesli bowiem przesunaé
funkcje f w taki sposéb by a = ¢, wtedy funkcje f i ¢ sa jednoczesnie niezerowe na zbiorze
miary dodatniej, a wigc f(z)p(x)dx # 0. Oznacza to, ze jedynym wektorem prostopadlym do
przestrzeni V jest wektor zerowy, a stad V = L?(R). O

Twierdzenie 5.6 (Stone’a-von Neumanna). Jezeli w os§rodkowej przestrzeni Hilberta jednopara-
metrowe grupy operatoréw unitarnych e**4, e®P spelniajq

eltAe’LtB — eztseszeltA (57)

i tworzq razem rodzine nieprzywieding, to istnieje operator unitarny U : H — L?(R) taki, ze
i - i it Apr— it
Ue?tAU 1_ e?tP7 Uezf U 1_ em‘Q7
gdzie P, Q) sq odpowiednio operatorami pedu i poloZenia.

Réwnosé 5.7 nosi nazwe wzoru komutacyjnego Heisenberga.

Jak wspomnieliémy wcze$niej, nie bedziemy dowodzi¢ Twierdzenia Stone’a-von Neumanna.
Dowéd ten mozna znalezé w [2] str. 35-36. Zamiast tego przedstawimy ponizej réwnowazne sfor-
mulowanie wzoru komutacyjnego Heisenberga wyrazone w terminach operatoréw P i Q. Zwroémy
uwage, ze w tej postaci wydaje sie by¢ ono o wiele prostrze. Jednak w tym przypadku cata trud-
noé¢ ukryta jest w zalozeniu o réwnoéci dziedzin operatorow.

Twierdzenie 5.8. Operatory A, B spelniajq zwigzek komutacyjny [A, B] = —il, gdzie [A, B] =
AB — BA wtedy i tylko wtedy, gdy
itAgisB _

eztsesz 6ztA )

Dowéd. ( =) Niech X (t) = [¢!4, B] — e™4. Zauwazmy, ze X (t) jest rozwiazaniem zagadnienia

poczatkowego
{ 4X(t)=iAX(t)
X(0)=0.
Rzeczywiscie,
d o ita itA d . ita itA itA
E([e ,B] —te ):E(e B — Be™ —te" )

= iAe" B — iBAe" — e — tiAe™A
= iAe™ B +i(—AB — il)e™ — e — tiAetA
_ iAeitAB _ iABeitA +eitA _ eitA _tiAeitA
= iA([e"™, B] — te™) = iAX(t).
Na mocy Wniosku 4.8 jest to jedyne rozwiazanie tego zagadnienia poczatkowego. Stad otrzymu-
jemy, ze 4 ,
[e4, B] = te™, jedli [A, B] = —il.

tAgisB — gitsisBeitd VW tym celu wprowadzmy oznaczenia

Pokazemy teraz, ze e =e

L(S) — e 3 itseitAeisB

R(S) _ eiSBeitAe%its.
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Mamy

d d 1. . X
—L(S) e 2m‘,sem‘,AewB

ds ds
[T o
—§Zt€ taseztAesz e 21tszeztABesz

— e*%its(_liteitAeisB —l—i(BeitA—FteitA)eiSB)

_i(B+ S0)L(s)

2
oraz
d d p a1
— R(s) = _elsBeztAeilts
ds (5) ds
— iBeiSBeitAG%its + liteisBeitAeéits
. 1
=i(B+ §t)R(s).
Ponadto L(0) = €4 = R(0), wiec zachodzi réwnoéé L(s) = R(s). Stad
pitAGitB _ its isB ,itA
(<=) W celu wykazania implikacji w druga strone zrézniczkujmy obustronnie réwnosé e?*4e?s8 =
etsetsBeitA wygledem t. Otrzymujemy wtedy, ze
iAeitAeisB — iseitseisBeitA + eitseiSBiAeitA.

Przyjmujac t = 0 dostajemy ‘ A ‘
iAe'B = jsetP 1 5B A.

Ponownie rézniczkujac obustronnie tym razem wzgledem s i podstawiajac s = 0 dostajemy, ze
(1A)(iB) =i+ (iB)(iA).

Stad
AB — BA = —il.

Twierdzenie 5.9. Niech A, B bedq operatorami takimi, ze [A, B] = —il. Wtedy zbior
G = {e™eBe™ 1 t 5, u € R}
z dzialaniem mmnozenia operatoréw tworzy grupe.

Dowdd. Dowdd tego twierdzenia przebiega analogicznie do dowodu Twierdzenia 5.3. Rzeczy-
wiscie, elementem neutralnym grupy G jest element e¥e04¢’0B = | Poniewaz e't4eP =
its ,isB jitA o
e fer e wiec
ezueztAeszezul eztlAezslB _ ez(u-{—ul—stl)ez(t—i-tl)Aez(s—i-sl)B cq.
Zatem elementem odwrotnym do e*“e*AeisB jest e~ iutst)g=itAp—isB c (. O

7 Twierdzenia Stone’a-von Neumanna wynika, ze grupa ta jest izomorficzna z grupa Heisenberga.
Fizycznym wnioskiem z Twierdzenia Stone’a-von Neumanna jest fakt, ze wszystkie modele me-
chaniki kwantowej, w ktérych mozliwa jest relacja [P, Q] = —ihl sa unitarnie réwnowazne.

23



Bibliografia

GERALD B. FOLLAND, Fourier analysis and its applications, The Warsworth Brooks/Cole
mathematics series, 1992

GERALD B. FOLLAND, Harmonic analysis in phase space, Princeton University Press,
1989

MARIAN GRABOWSKI, ROMAN S. INGARDEN, Mechanika kwantowa. Ujecie w przestrzeni
Hilberta, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, 1989

KEITH HANNABUSS, An Introduction to Quantum Theory, Oxford UP, 1997

Y1TZHAK KATZNELSON, An introduction to Harmonic analysis, Stanford University, Ca-
lifornia, 2002

KRzYSZTOF MAURIN, Analiza cz. I, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, 1991

WLODZIMIERZ MLAK, Wstep do teorii przestrzeni Hilberta, Panstwowe Wydawnictwo
Naukowe, Warszawa, 1970

JULIAN MUSIELAK, Wstep do analizy funkcjonalnej, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe,
Warszawa, 1976

WALTER RUDIN, Analiza Funkcjonalna, Pahstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa,
2009

KaTo Tos10, Perturbation theory for linear operators, Springer-Verlag , 1995

KosAKU YO0SIDA, Functional analysis, Springer-Verlag, 1965

24



