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ANALIZA FUNKCJONALNA 1II
LISTA SEMESTRALNA

. Na przestrzeni Hilberta L*(§, 1) rozpatrujemy odwzorowanie M,f = ¢ - f, gdzie

@ € L. Pokaz, ze || M,|| = ||¢||s- Sprawdz, ze spektrum M, pokrywa sie ze zbiorem
istotnych wartosci ¢, tj.

o(My)= ] @(Q\3).

1(5)=0

. Na przestrzeni X = C([0,1]) dziata operator liniowy M,f = ¢ - f, gdzie ¢ jest

ustalong funkcja ciggta. Znajdz jego norme i spektrum.

. Rozwigz zadania 16,17,18,19,20 ze skryptu.
. Niech XY beda przestrzeniami unormowanymi. Dla 7" € £(X,Y") definiujemy ope-

rator dualny 7" : Y* — X* wzorem < x,T'y* >=< Tz, y*, x € X,y* € Y*. Pokaz,
ze T jest 1 — 1, wtedy i tylko wtedy gdy T ma gesty obraz.

. Udowodnij, ze jesli T" ma gesty obraz, to T jest 1 — 1, ale odwrotna implikacja nie

musi by¢ prawdziwa. Rozwaz przyktad operatora

(TT)y = Tpy1 — Tn, € X =co(2).

. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Niech C': H* — H przyporzadkowuje funk-

cjonatowi f € H* wektor y = C(f), taki ze f(x) =< x,C(f) > dla x € H. Czy
C jest liniowe? Dla A € L(H) definiujemy A* : H — H wzorem A* = CA'C™.
Pokaz, ze A — A* jest inwolucja w algebrze L(H), tj. odwzorowaniem anyliniowym
speliajacym dodatkowo warunki (AB)* = B*A* oraz (A*)* = A.

. Niech a,, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych, takim ze a, ., < a,+a,, dlan,m € N.

Pokaz, ze

. (07% . ap,
lim — = inf —.
n—oo n, neN n

. Niech A* = A € B(H), gdzie H jest przestrzenia Hilberta. Pokaz, ze

|Al = sup |<Az,y>|= sup Re<Az,y>|= sup | < Az,z > |
lzll=llyll=1 lzll=llyll=1 [[=[|=1

. Niech A : H — H bedzie odwzorowaniem liniowym przestrzeni Hilberta H, takim

ze < Ax,x >> 0 dla z € H. Udowodnij, ze A = A* € B(H).

Wiedzac, ze operator A € B(X) jest odwracalny oraz ze A = BC = CB, gdzie
B,C € B(X), pokaz, ze B, C' sa takze odwracalne.

Niech V' bedzie operatorem Volterry na L*([0, 1]). Udowodnij, ze dla kazdego n € N

V@) = o @ =0 )
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ANALIZA 2

Niech V' bedzie operatorem Volterry na L?([0, 1]). Pokaz, ze dla f € C™([0, 1])

f(z) :g:lf(lzl(o)xkjtvnf(”)(x), ne N.
=1~

Niech T' € X. Udowodnij, ze o(T") C o(T).
Dane sa dwa ciagi operatoréw ograniczonych (Ay) i (By) na przestrzeni Banacha X.

Ponadto - -
A=>"A,, B=)Y B,
k=1 k=1

gdzie oba szeregi sa zbiezne, a jeden z nich absolutnie. Niech C), = >} ApBp_k.
Pokaz, ze szereg Y, C,, jest zbiezny i zachodzi réwnosé

S C, = AB.
n=1
Zauwaz analogie ze wzorem [ fxg= [f-[g.
Udowodnij, ze obraz kuli jednostkowej B C C([0, 1]) przez operator Volterry V €
B(C([0,1])) jest zbiorem warunkowo zwartym.
Rozwiaz zadania 22-27 ze skryptu.
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ANALIZA 3

Udowodnij, ze ciag wektoréw (zg)p>, w przestrzeni Hilberta X z baza ON {e,}
jest stabo zbiezny do wektora x € X, wtedy i tylko wtedy gdy jest ograniczony i
(x),€n) — (2, €,) dla kazdego n.

Dany jest ciag (z,) elementow przestrzeni Hilberta. Pokaz, ze jesli x,, — xq stabo i
lznl|l — [|zo]|, to , — x¢ W normie.

Podaj przyklad ciagu (x,) w cp, ktéry jest zbiezny stabo, ale nie w normie, do
xy € ¢g, chociaz ||x,| — ||@o]-

Pokaz, ze ograniczony ciag (f,) elementow C'(X), gdzie X jest zwarta przestrzenia
Hausdorffa jest stabo zbiezny, wtedy i tylko wtedy gdy jest zbiezny punktowo.

(*) Ciag (fn) zbiezny stabo w C([0, 1]) jest zbiezny w normie || - ||, dla 1 < p < oo.
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ANALIZA 4

Pokaz, ze sfera {x € X : ||z|| = 1} w przestrzeni Hilberta X nie jest stabo zwarta.
Udowodnij, ze ciag f, € LP(R), 1 < p < oo, jest stabo zbiezny, wtedy i tylko wtedy
gdy jest ograniczony i [ f,(t)dt — 0 dla kazdych a,b € R.

Sprawdz, ze w przestrzeni unormowanej X staba topologia pokrywa si¢ z normowa,
wtedy i tylko wtedy gdy dim X < oo.

Wykaz, ze w przestrzeni dualnej X* topologia *-staba jest stabsza od stabej.

Niech f, 1 < k < n beda funkcjonatami liniowymi na przestrzeni wektorowej X.
Niech ¢ bedzie jeszcze jednym funkcjonatem na tej przestrzeni, takim ze ;_; ker fi C
ker . Udowodnij, ze ¢ jest kombinacja liniowa funkcjonatéw f.

Niech ¢ : X — K bedzie funkcjonatem liniowym na przestrzeni liniowej X ciggltym
w topologii wyznaczonej przez pewna rozdzielajaca punkty rodzine funkcjonatow F.
Pokaz, ze istnieje péinorma pp, gdzie F' C F jest skoficzona, taka ze |p(x)| < Cpp(z)
dla x € X.

Niech ¢ : X — K bedzie funkcjonatem liniowym na przestrzeni liniowej X ciggltym
w topologii wyznaczonej przez pewna rozdzielajaca punkty rodzine funkcjonatéw F.
Pokaz, ze ¢ € lin F.

Niech F': X* — K bedzie *-stabo ciggtym funkcjonaltem liniowym. Pokaz, ze istnieje
rp € X, taki ze F(f) = f(xzp).

Niech X bedzie zespolong przestrzenia unormowang. Pokaz, ze stabe topologie w X
nad C' i R sa identyczne.
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31. Zadania 28-51 ze Skryptu.



