Izometrie przestrzeni [’(n) nad R

Dla p > 1 rozwazamy norme wektora x € R" zadang wzorem

n 1/p
Iz, = (Z !fﬂj!”) :

j=1

Niech [,(n) oznacza przestrzenn R™ wyposazong w te norme. Niech e; oznacza j-ty wektor
bazy zero-jedynkowe;j.

Twierdzenie 1. Niech 1 < p # 2. Dla kazdej liniowej izometrii A przestrzeni l,(n)
istnieje permutacja o zbioru {1,2,...,n}, taka Ze

Aej = Fe,,, 1<j<n,

gdzie znaki &+ sqg wybrane dowolnie i niezaleznie.

Innymi stowy, odwzorowanie A jest ztoZeniem odwzorowania permutacyjnego i pewnej
liczby odbi¢ wzgledem hiperplaszcyzn x; = 0, a jego macierz mozna otrzymac permutujgc
kolumny macierzy

£ 0 0 ... 0
0O £1 0 ... O
0O 0 £1 ... O

0o 0 0 0 =#1
gdzie znaki + sq wybrane dowolnie 1 niezaleznie.

Dowaod. Szkic dowodu przedstawimy w postaci ciagu szczegbétowych polecen. Niech A i
p spelniaja zatozenia naszego twierdzenia.

1. Pokaz, ze jesli 1/p+1/q =1, to AT jest izometria Ry . Skorzystaj ze wzoru

x|, = sup < Azx,y>.
P )
lyllg=1

2. Niech (a;;) bedzie macierza A w bazie wektoréw e;. Zauwaz, ze

dolaglP =1, D lanlt=1
k=1 k=1
dla kazdych 1 < 1,7 <n.

3. Stosujac nieréwnosé Holdera i korzystajac z zadania 2, wyprowadz oszacowanie

Z a?j < n.
0]

4. Pokaz, ze | det A| = 1. Skorzystaj z tego, ze
1(A(B)) = | det Alpu(B),

gdzie B jest zbiorzem mierzalnym wzgledem miary Lebesgue’a p. Przyjmij za B
kule jednostkowa w 1,(n).



5. Zauwaz, ze AT A jest odwzorowaniem symetrycznym i dodatnim, wiec w pewnej
bazie ortonormalnej u;
ATA Uj = )\jUj,
gdzie A\; > 0.
6. Korzystajac z dwoch poprzednich zadan, pokaz, ze
AMAg.. A, = 1.

7. Sprawdz, ze
AMAd+ A= al).
i,J

Skorzystaj z tego, ze slad odwzorowania nie zalezy od wyboru bazy, wiec

TrATA=Y < ATAey, e, >= D || Ael5.
k=1 k=1

8. Wykorzystujac nierownos$¢ miedzy srednig geometryczna a arytmetyczna, wywnio-
skuj z zadan 3,6 1 7, ze \; = 1 dla kazdego j, a wigc AT A = I i wobec tego A jest
odwzorowaniem ortogonalnym.

9. Sprawdz, ze (a;;) jest macierza typu opisanego w twierdzeniu. W tym celu zauwaz,
ze skoro

Yo laglP =" lag|* =1, p# 2,
=1 =1

to istnieje 7o, takie ze a;; = 0 dla ¢ # ig 1 |a,;| = 1.
U

Uwaga 1. Twierdzenie jest prawdziwe takze dla p = 1. Jednak w tym wypadku dowod
jest znacznie prostszy i bardziej intuicyjny. Wystarczy zauwazy¢, ze wektory =+e; sa
jedynymi punktami ekstremalnymi kuli jednostkowej w R} 1 wobec tego kazda izometria
musi je permutowaé (z zachowaniem liniowe]j niezaleznosci).

Uwaga 2. Opisane izometrie sa wspélne dla wszystkich [,(n), gdzie 1 < p < oo, jednak
w przypadku p = 2 dochodzg jeszcze obroty i odwzorowania opisanego typu wzgledem
innych baz ortonormalnych. Tak wigc grupa izometrii przestrzeni [,(n) dla p # 2 jest
niezwyle uboga w poréwnaniu z grupa izometrii przestrzeni euklidesowej. W szczegolnosci
jest skonczona i liczy n! - 2" elementéw.



