Nie ma izometrii pomiedzy ?(n) i l%(n), gdy 1 <p<g<ooin> 1.

Niech Vi i V5 beda rzeczywistymi przestrzeniami wymiaru n. Niech Fj i F, beda
normami odpowiednio w V; i V, klasy C' poza zerem. Niech S;, S, beda odpowiednio
sferami jednostkowymi w tych przestrzeniach. Niech A : V; — V5 bedzie izometrig.

1. Jesli u jest wektorem stycznym do Sy w punkcie xq, to Au jest wektorem stycznym do
So w punkcie Axg.

Dowdéd. Zauwazmy, ze
u€e T, (S)) < Fl(x) u=0, V€ Tapy(S2) < Fy(Axg) -v =0,

a ponadto Fy(Az) = Fi(z) dla x € V;. Wystarczy wige zrézniczkowaé ostatnia réwnosé,
aby otrzymac zadang implikacje. ([l

Moéwimy, ze wektor jednostkowy u jest wektorem stycznym do S; w zy stopnia co
najmniej « , jesli
|Fy (2o + tu) — F(xg) - u| < Ct®
Moéwimy, ze punkt z jest punktem stycznosci stopnia co najmniej a > 0, jesli kazdy
wektor styczny dtugosci 1 w x5 ma stycznosé stopnia co najmniej a.

Jesli natomiast . .
tu) — .

dla danego u (dla wszystkich u), to méwimy, ze wektor u (punkt zy) ma stycznosé stopnia
doktadnie a.

2. Jesli u jest wektorem stycznym do S1 w punkcie xg stopnia co najmniej o, to Au jest
wektorem stycznym do Sy w punkcie Axy stopnia co najmmniej .

Dowéd. Skoro F»(Ax) = Fx), to
FQ(AJ]O + tAU) — FQ(A(L'()) = Fl(X(] + tU) — FI(IQ),
skad teza. 0

3. Jesli Fy jest klasy C? w punkcie xo € S1, to xqy jest punktem stycznodci stopnia co
najmniej 2 w kierunku kazdego wektora jednostkowego u € T, (S1).

Dowdd. Skoro u € T,,(S1), to F{(xg) - u = 0, a wiec na mocy twierdzenia Taylora
|Fy (20 + tu) — F(x0)| = |Fy(wo + tu) — F(xg) — Fi(x0) - u| < Ct?,
o co chodzito. O

Niech teraz 1 < p < 2 i niech

Al = (1P ) "

k=1
W punktach zg = (21, 29, ...,2,) € S1, w ktérych ;- - - x, # 0, spelione sg zalozenia
(3). Mamy wiec

(4) |Fy(wo + tu) — F(xo)| < CF2.
1
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Wyréznijmy zbior E wektoréw sfery jednostkowej, w ktérych |zg,| = 1 dla pewnego
1< ko< 1. Wtedy z, = 0 dla k # k.
5. Jesli xg € E, to

lim |Fy (zo + tu) — F(z0)|

t—0 ]t‘p

=c>0, lu|| =1,

a wiec punkt xy jest punktem stycznosci stopnia doktadnie p.

Dowdéd. Zajmijmy sie punktem zy = (1,0,0,...,0). Kazdy z pozostalych punktéw mozna
otrzymaé jako obraz przez izometrie [P(n), a wiec i tam sytuacja wyglada analogicznie.
Mamy u = (0, ug, us, . .., un) = (0,v), gdzie ||v|[wn-1) =1, a wiec

p
|y (0 + tu) — F(ao)| = (14 ()7 — 1= ‘tp’ o),

co dowodzi naszej tezy. 0

6. Jesli zg € S1 \ E, to istnieje wektor jednostkowy u € T,,(S1) o stycznosci stopnia co
najmniej 2.
Dowad. Po izometrycznym przeksztatceniu mozemy zatozy¢, ze

k
xo = (T1,T9, ..., 2%, 0,...,0), Ty xp #£ 0, >zl =1.
=1
Niech yo = (21,22, ..., zx) € IP(k). Namocy (4) istnieje wektor jednostkowy v € T, (S7),
gdzie S jest sfera jednostkowa w [P(k), taki, ze
|Fy (o + tu) — Fi(zo)| = |Fiyo + tv) — Fi(y)| < CF,
gdzie u = (v,0) € [’(n). O

7. JeSli 1 < p < q < 00, to nie ma izometrii liniowej pomiedzy przestrzeniami IP(n) i
1%(n).

Dowdd. Jesli 1 < p < g < 2, to sfera S; w V; = [P(n) ma na mocy (6) punkty stycznosci
doktadnie stopnia p, a sfera Sy w Vi = 19(n) nie ma takich punktéw na mocy (6) i (4).
[zometria jest wiec niemozliwa ze wzgledu na (2).

Jedli 1 < p <2< ¢ < oo, to norma Fy jest klasy C? poza 0 i sfera S, ma tylko punkty
stycznosci stopnia co najmniej 2, a wiec izometria znéw nie wchodzi w gre.

Pozostaje przypadek 2 < p < ¢ < 0o, ktory wynika z powyzszych rozwazan i nastepu-
jacego spostrzezenia

8. Niech 1 <p < q<ooiniechl/p+1/p =1,1/g+1/¢ = 1. Jesli A :1P(n) — 19(n)
jest izometrig, to A* : 19 (n) — 1P (n) tez jest izometrig.

Rzeczywiscie, mamy

|A*y||,y = sup | < A'y,x >|= sup | <y, Az >|= sup | <y,z>=|ylly,
l|lz][p=1 llzl[p=1 llzllp=1
bo A jest izometrig. O

I jeszcze jeden wniosek.



9. Jesli T jest liniowq izometrig przestrzeni [P(n) i p # 2, to T(E) = E.

Dowdd. Jesli 1 < p < 2, to T(E) = E, bo punkty stycznosci doktadnie stopnia p musza
przej$é na takiez. Jedli za$ p > 2, wystarczy skorzystac¢ z Lematu (8). W przypadku [*(n)
i [°(n) stosujemy podobna argumentacje z udzialem punktéw ekstremalnych. 0



