Czesciowe izometrie i rozklad polarny

Niech X,Y beda przestrzeniami Hilberta. Opertator liniowy U : X — Y nazywa sie
unitarny, jesli
<Uzx, Uy >=<x,y >, r,y € X.

0.1. Theorem (Mazur-Ulam). Kazda surjektywna izometria rzeczywistych przestrzeni
unormowanych jest odwzorowaniem afinicznym.

0.2. Corollary. Odwzorowanie U przestrzeni Hilberta jest surjektywng izometrig zacho-
wujgcg 0, wtedy i tylko wiedy gdy jest unitarne lub antyunitarne.

Moéwimy, ze operator U € L(X) jest czesciowq izometrig, jesli
\Uz| = ||z]|, z L ker U.
0.3. Operator U na przestrzeni Hilberta jest czeSciowq izometrig, wtedy i tylko wtedy gdy

operatory U*U ¢ UU* sq projektorami ortogonalnyms.
Dowdéd. Wprowadzmy oznaczenia

M =ker U+, N =ImU.
Nietrudno zauwazy¢, ze U : M — N oraz U* : N — M. Ponadto

(UM)* =U*|N.

Zatem U jest czedciows izometria, wtedy i tylko wtedy, gdy

U*U = Iy, UU* = Iy,
a stad natychmmiast wynika teza. (]

W zwiazku z przeprowadzonym dowodem nasuwa sie nastepujace spostrzezenie.

0.4. Niech U bedzie ograniczonym operatorem na przestrzeni Hilberta. Jesli U*U jest
rzutem, to takie UU™ jest rzutem.

Dowdd. Zachowajmy oznaczenia z poprzedniego dowodu. Jesl U*U jest rzutem (na M),
to

|Uz||? =< U*Ux,x >= ||z, x €M,
wiec U : M — N oraz U* : N — M sa bijekcjami, wiec warunek U*U = I; pociaga
UU* =1Iy. O

0.5. Dla operatora A na X istnieje dokladnie jedna izometria cze$ciowa, taka zZe
A=UlA|, ker (U) = ker (A),
Dowdd. Definiujemy

U:|A|(X) — A(X)
wzorem U (|A|z) = Az iUx = 0dlax € ker (A). Jak widaé, ||[Uy|| = ||y||, wiec U rozszerza
sie przez gesto$¢ do czedciowej izometrii

U:|A|(X) — A(X).



