Analiza funkcjonalna I1 #1
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W przestrzeni unormowanej X dana jest hiperptaszczyzna domknieta H nieprzecho-
dzaca przez 0. Pokaz, ze istnieje dokladnie jeden funkcjonal liniowy f € X*, taki ze
H={zxeX: f(zx)=1}.

. W przestrzeni liniowej X dany jest zbiér wypukty B, ktéry jest ograniczony, symetrycz-

ny i zawiera 0 jako swéj punkt wewnetrzny. Pokaz, ze funkcjonal Minkowskiego pp jest
norma.

. W przestrzeni unormowanej X kazdy zbiér wypukly domkniety o niepustym wnetrzu

jest przekrojem swoich domknietych hiperptaszczyzn podpierajacych.

. Pokaz, ze T : X — Y jest liniowa izometria przestrzeni unormowanych, wtedy i tylko

wtedy gdy 77 : Y* — X* jest izometrig.

. Niech X =72 nad R. Niech A = R - §, oraz

B={xcl?: V1 x> |n*x, — nl}.

Pokaz, ze A1 B sa roztacznymi domknietymi zbiorami wypuklymi oraz B — A jest gesty
w [2. Wywnioskuj, ze A i B nie mozna rozdzieli¢ funkcjonatem ciagtym.

. Pokaz, ze w przestrzeni LP, 1 < p < oo, dla kazdego wektora istnieje dokladnie jeden

funkcjonal wyciagajacy norme.

. W przestrzeni unormowanej X dany jest podzbior A, taki ze dla kazdego funkcjonatu

f, obraz f(A) jest ograniczony. Pokaz, ze sam zbiér A jest ograniczony. Skorzystaj z
twierdzenia Banacha-Steinhausa dla przestrzeni X*.

. Niech M bedzie wypuklym podzbiorem rzeczywistej przestrzeni unormowanej X. Pokaz,

ze jedli int M # 0, to M = int M.

. Niech

M ={z €l?: Y|z, < 1/n}.

Pokaz, ze M jest wypukly i domkniety, a ponadto int M = ). Sprawdz, ze M nie ma
plaszczyzny podpierajacej w zadnym punkcie.
Niech X bedzie przestrzenia unormowang i niech

B={xreX:|z| <1}, D={zeC:|z|<1}.
Pokaz, ze funkcja ¢ : B — D spelniajaca warunki
a) o(A\x) = Ap(z) dlax € B, A € D,
b) o(z +y) = ¢(x) + ¢(y) dla ||lz| + [ly] <1,
przedtuza sie jednoznacznie do funkcjonatu liniowego f € X*.

Niech {e,} bedzie nieskonczonym ukladem ON w przestrzeni Hilberta X. Pokaz, ze
en — 0 stabo.

Pokaz, ze kula B w przestrzeni Hilberta X jest stabo zwarta, a jej sfera nie.
Udowodnij, ze ciag f, € LP(R), 1 < p < oo, jest stabo zbiezny, wtedy i tylko wtedy gdy
jest ograniczony i f: fn(t)dt — 0 dla kazdych a,b € R.

Udowodnij, ze ciag stabo zbiezny w C([0, 1]) jest mocno zbiezny w LP(]0, 1]).
Udowodnij, ze ciag f, € C([0,1]) jest stabo zbiezny do 0, wtedy i tylko wtedy gdy jest
ograniczony i zbiezny punktowo.

Sprawdz, ze zadna z przestrzeni C(]0, 1]), co nie jest ciagowo slabo zupelna.
Pokaz, ze przestrzen I! jest ciagowo stabo zupelna.

(pg)



