Analiza funkcjonalna I1 #2

10.

11.

. Dany jest rzut P w przestrzeni Hilberta. Pokaz, ze P jest rzutem ortogonalnym, wtedy

i tylko wtedy gdy Px 1| x — Px dla kazdego x.

. Dany jest rzut P w przestrzeni Hilberta H. Pokaz, ze P jest rzutem ortogonalnym,

wtedy i tylko wtedy gdy < Px,y >=< z, Py > dla kazdych z,y € H.

. Dane jest odwzorowanie liniowe A : X — X przestrzeni Hilberta X speliajace warunek

symetrii < Ax,y >=< z, Ay > dla kazdej pary x,y € X. Korzystajac z twierdzenia o
wykresie domknietym, pokaz, ze A jest ciagte.

. Niech X,Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla 7' € £(X,Y) definiujemy operator

dualny 77 : Y* — X* wzorem < z,T'y* >=< Tz,y*, v € X,y* € Y*. Pokaz, ze a) T
jest 1 — 1, wtedy i tylko wtedy gdy 7" ma gesty obraz, b) T” jest 1 — 1, wtedy i tylko
wtedy gdy T ma gesty obraz.

. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Niech C' : H* — H przyporzadkowuje funkcjo-

natlowi f € H* wektor y = C(f), taki ze f(z) =< z,C(f) > dla x € H. Czy C jest
liniowe? Dla A € L(H) definiujemy A* : H — H wzorem A* = CA'C~!. Pokaz, ze
A — A* jest inwolucja w algebrze L(H), tj. odwzorowaniem anyliniowym spelniajacym
dodatkowo warunki (AB)* = B*A* oraz (A*)* = A.

. Udowodnij, ze transformata Laplace’a

L@ = [ T e p(y) dy

jest operatorem liniowym na L?(0,00) o normie | L| = /7.

. Udowodnij, ze dla operatora Volterry spelnione sg oszacowania

1
V™ fllp < SIFllp, FeL2(0,1),  1<p<co.
Oblicz |[|[V™|| w przestrzeni B(LP([0,1])).

. Dana jest rodzina funkcjonaléw liniowych F rozdzielajaca punkty na przestrzeni wek-

torowej X. Sprawdz, ze dla kazdego skonczonego podzbioru F C F wzér

pr(z) = sup | f(z)]
feF

definiuje pénorme, a rodzina pélnorm {pr} wyznacza na X topologie Hausdorffa, wzgle-
dem ktorej dziatania przestrzeni wektorowej sa ciggle. Jak trzeba dobra¢ F, aby otrzy-
maé a) slaba topologie na przestrzeni Banacha, b) *-slaba topologie na dualnej do
przestrzeni Banacha, c¢) slaba topologie operatorowa w L(X,Y), gdzie X,Y sa prze-
strzeniami Banacha?

. Niech ¢ : X — K bedzie funkcjonatem liniowym na przestrzeni liniowej X ciaglym

w topologii wyznaczonej przez pewng rozdzielajaca punkty rodzing funkcjonaléw F.
Korzystajac z dwoch poprzednich zadan, pokaz, ze ¢ € lin F.

Niech ¢ : X — K bedzie funkcjonatem liniowym na przestrzeni liniowej X ciaglym
w topologii wyznaczonej przez pewng rozdzielajaca punkty rodzing funkcjonaléw F.
Pokaz, ze istnieje pélnorma pg, gdzie F' C F jest skonczona, taka ze |¢o(x)| < Cpr(z)
dla z € X.

Niech f, 1 < k < n beda funkcjonalami liniowymi na przestrzeni wektorowej X. Niech
¢ bedzie jeszcze jednym funkcjonalem na tej przestrzeni, takim ze (;_; ker f C ker .
Udowodnij, ze ¢ jest kombinacja liniowa funkcjonaléw fy.
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