Analiza funkcjonalna I1 #3

1. Niech ¢ € C([0,1]) i niech T}, : L*([0,1]) — L?([0, 1]) bedzie zadany wzorem T, f = ¢f.
Niech ponadto Z,(\) = {t € [0,1] : ¢(t) = A}. Udowodnij, ze
a) T, jest 1 — 1, wtedy i tylko wtedy gdy Z,(0) jest miary zero,

b) T, ma obraz gesty, wtedy i tylko wtedy gdy jest 1 — 1,
c) T, jest ,na”, wtedy i tylko wtedy gdy jest odwracalny.

2. Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze

a) XA € 0p(T,) <= Z,(\) jest miary dodatniej,
b) o.(T,) =0,
c) A€ o.(T,) < Z,(\) jest niepustym zbiorem miary zero.

3. Niech a, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych, takim ze apim < ap + ap, dla n,m € N.
Pokaz, ze
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4. Dane s dwa roztaczne wypukte zbiory w rzeczywistej przerstrzeni unormowanej. Udo-
wodnij, ze zbiory te mozna rozdzieli¢ funkcjonalem (hiperplaszczyzna), jesli a) jeden z
nich jest otwarty, b) oba sa domkniete i jeden z nich jest zwarty.

5. Dany jest operator T na przestrzeni Banacha X. Pokaz, ze a) 0,(T) C o,(T"), b)
0o(T) = 0.(T"), ¢) 0,(T) C op(T") U o (T).

6. W przestrzeni Hilberta X = [2(IN) rozwazamy operatory przesduniecia Tx = (0, zg, 71, .. . )
i Sx = (11,22,...). Pokaz, ze T* = S oraz, ze a) o(T) = K(0,1) = (S), b) 0,.(T) =
K(0,1) = 0,(5), ¢) 0.(S) = S(0,1) = 0.(5).

7. Niech A* = A € B(H), gdzie H jest przestrzenia Hilberta. Pokaz, ze

|Al= sup |<Az,y>|= sup Re <Az,y>|= sup | <Azx,z> |
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8. Niech A : H — H bedzie odwzorowaniem liniowym przestrzeni Hilberta H, takim ze
< Az,xz >> 0 dla x € H. Udowodnij, ze A = A* € B(H).

9. Dany jest operator U € H, taki ze U*U i UU* sa projektorami. Pokaz, ze U jest
czesciowy, izometrig.

10. Dany jest ciag operatoréw A,, > 0 w przestrzeni Hilberta zbiezny a) w normie, b) mocno
do A. Udowodnij, ze wtedy A}/Q dazy a) w normie, b) mocno do A2,

11. Dany jest cigg operatoréw ograniczonych A, w przestrzeni Hilberta zbiezny w normie
do A. Udowodnij, ze wtedy |A,| dazy w normie do |A|.

12. Dany jest ciag operatoréw ograniczonych A, w przestrzeni Hilberta, taki ze A, — A
mocno i A7 — A mocno. Udowodnij, ze wtedy |A4,| dazy do |A| mocno.

13. Podaj przyklad ograniczonego operatora na przestrzeni a) Banacha, b) Hilberta, ktérego
obraz nie jest domkniety.

14. Ciagi A,,, B,, € B(H) sa mocno zbiezne. Pokaz, ze ciag A, B, jest tez mocno zbiezny.

15. Niech f,g € L?(R). Pokaz, ze funkcja

F() = [ =)@ dy

nalezy do Cy(R).

16. Niech H = L?(R) i niech T, f(z) = f(z 4+ t). Znajdz ||T;||. Znajdz stabe operatorowe
granice limy_. 4.0 1.

17. Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryczna, a F C C(X) zbiorem zwartym. Pokaz,
ze topologia zbieznosci punktowej w F pokrywa sie z topologia zbieznosci jednostajnej.
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