Analiza funkcjonalna I1 #4
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. Niech f bedzie lewostronnie ciagla funkcja na R. Korzystajac z lematu Vitaliego, udo-

wodnij, ze f jest mierzalna w sensie Lebesgue’a. Czy f, ktéra jest w kazdym punkcie
lewostronnie lub prawostronnie ciagla tez jest mierzalna?

. Na przestrzeni Hilberta L?*(Q, u) rozpatrujemy odwzorowanie M,f = ¢ - f, gdzie ¢ €

L>. Pokaz, ze ||M,|| = ||¢||c- Sprawdz, ze spektrum M, pokrywa sie ze zbiorem istot-
nych wartosci @, tj.
o(My) = () 2@V S).
1(5)=0

. Dana jest przestrzen unormowana X . Udowodnij, ze jesli X™* jest osrodkowa, to i X jest

osrodkowa,

. Sprawdz, ze kula jednostkowa w [*° jest oSrodkowa w *-stabej topologii.
. Niech U bedzie izometria rzeczywistej przestrzeni unormowanej X na cala przestrzen

X. Udowodnij, ze U jest odwzorowaniem afinicznym (twierdzenie Mazura-Ulama, patrz
Prus-Stachura, zadanie 5.C.5).

. Udowodnij, ze odwzorowanie U przestrzeni Hilberta jest surjektywna izometria zacho-

wujaca 0, wtedy i tylko wtedy gdy jest unitarne lub antyunitarne.

. Niech H = L2(R4,e " dx) i niech T} f(z) = et<x+%t)f(a: +t) dla t > 0. Pokaz, ze

IIT:|| = 1 dla kazdego t > 0. ZnajdZz mocna operatorowa granice lim;_,o 7}.

. Dany jest operator T' € B(H ), gdzie H jest zespolona przestrzenia Hilberta. Udowodnij,

ze jesli < Tx,x >= 0 dla kazdego z € H, to T' = 0. Pokaz na przykladzie, ze w
przestrzeni rzeczywistej takie wynikanie nie zachodzi.

. Niech P i @ beda ortogonalnymi projektorami w przestrzeni Hilberta. Pokaz, ze jesli

PQ = QP, to PQ jest projektorem ortogonalnym.

Niech P i @ beda ortogonalnymi projektorami w przestrzeni Hilberta. Udowodnij, ze
istnieje granica R = s—lim_,o(PQ)" i jest projektorem ortogonalnym na P(H)NQ(H).
Dana jest przestrzen Banacha X z unormowana baza Schaudera {e,}, co oznacza, ze
kazdy wektor z € X ma jednoznaczne przedstawienie w postaci zbieznego szeregu x =
Yone an(x)ey. Udowodnij, ze

N
Z an(z)en
n=1

jest norma réwnowazng wyjsciowej. Wywnioskuj stad, ze a,, sa ciaglymi funkcjonatami
na X o normach wspoélnie ograniczonych.

||z([x = sup
N

Spréobuj udowodnié teze poprzedniego zadania bezposrednio dla klasycznej bazy Schau-
dera w C([0,1]).

Niech X bedzie przestrzenia unormowang. Udowodnij, ze kula jednostkowa w X™* jest
*_slabo metryzowalna, w tedy i tylko wtedy gdy X jest oSrodkowa.

Niech X bedzie przestrzenia unormowang. Pokaz, ze kula jednostkowa w X jest *-stabo
gesta w X** przy standardowym wlozeniu 7 : X — X**.
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