Analiza funkcjonalna I1 #5
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. Dane sa dwie domkniete podprzestrzenie X i Y przestrzeni Hilberta H, takie ze

X+Y=HiXnNY ={0}. Pokaz, ze istnieje stata ¢ > 0, taka ze
le—yl>c, weX yeY, |z =yl =1

. Niech {e,} bedzie baza przestrzeni Hilberta H. Rozwaz przyktad przestrzeni

X =<egy,:neN>, Y =< eg,+eopir/n:neN>.

Sprawdz, ze X NY = {0}, ale istnieja ciagi =, € X iy, € Y, takie ze ||z,| =
lynll = 11 ||zn — ynl] — 0. Wywnioskuj stad, ze X + Y nie jest podprzestrzenia
domknieta.

. Niech X, Y beda domknigtymi podprzestrzeniami przestrzeni Banacha i niech

dimY < oo. Pokaz, ze X + Y jest podprzestrzeniag domknieta.

. Dany jest operator samosprzezony A na przestrzeni Hilberta H. Wiadomo, ze

|Al| = 1, ale A nie ma wartosci wtasnej o module 1. Pokaz, ze A™ — 0 mocno, ale
nie w normie. Dlaczego wykluczyliémy warto$ci wlasne o module 17

. Dany jest operator zwarty T na przestrzeni Banacha X. Wiadomo, ze || T|| < 1,

ale T' nie ma warto$ci wtasnej o module 1. Pokaz, ze T — 0 w normie.

. Dany jest zwarty operator T'" w przestrzeni Banacha X. Rozpatrzmy réwnanie

Tx = Ar + b, gdzie dane sa wektor b i liczba A # 0. Udowodnij alternatywe
Fredholma, ktéra méwi, ze zachodzi jedna z wykluczajacych sie mozliwosci: 1)
Dla kazdego b € X réwnanie ma doktadnie jedno rozwiazanie. 2) Dla kazdego
b € X réownanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan lub nie ma ich wcale.

. Na L?(0,00) definiujemy operator liniowy T'f(s) = s7! [5 f(t) dt. Udowodnij, ze

jest on ograniczony, ale nie zwarty.

. Dany jest operator z jadrem catkowym T'f(z) = [k(z,y)f(y)dy na C([0,1]).

Pokaz, ze jesli jadro k jest funkcja ciagta, to jest on zwarty. Pokaz, ze operator
Volterry jest zwarty na C([0, 1]), chociaz nie ma ciaglego jadra.

. Wiadomo, ze przestrzen Banacha X jest refleksywna. Udowodnij, ze kazdy ope-

rator liniowy ciggly z X w 1! i kazdy operator ciggly z co w X jest zwarty.

Dla danego ciagu liczbowego ¢ = (¢,,) definiujemy operator liniowy w ¢ wzorem
(T.x), = cyxy,. Udowodnij, ze T, jest ciagly <= ¢ jest ograniczony. Natomiast
T, jest zwarty <— ¢, — 0.

Kiedy rzut ortogonalny w przestrzeni Hilberta jest zwarty?

Pokaz, ze jesli T' jest operatorem zwartym, a S odwracalnym w przestrzeni Bana-
cha, to Im (7' + 5) jest domkniety.

Dany jest operator hermitowski A na przestrzeni Hilberta H, taki ze A? jest
zwarty. Pokaz, ze A jest zwarty.

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Udowodnij, ze A € C(H) <= |A| € C(H).
Dany jest operator zwarty na przestrzeni Banacha. Pokaz, ze jesli T'(X) jest prze-
strzenia domknigta, to dim7'(X) < oc.
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