Miary regularne na przestrzeni lokalnie zwartej

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna lokalnie zwarta. Niech G oznacza rodzine
zbioréw otwartych, F rodzine zbioréw domknietych, I rodzine zbioréow zwartych, a B
rodzine zbiorow borelowskich w X. Oczywiscie B jest o-cialem generowanym przez G.

Mowimy, ze zbior B € B jest reqularny wzgledem miary borelowskiej pu, jesli

B) = K)= inf u(G).
w(B) = sup p(K) = inf wG)

Pieewsza rownos¢ definiuje regularno$c wewnetrzng, a druga zewnetrzng. Jezeli wszystkie
zbiory borelowskie sg regularne wzgledem miary pu, to p nazywa sie reqularna.

Méwimy, ze, ze miara borelowska u jest miarg Radona, jesli p(K) < oo dla K € K
oraz

1(G) K:}gléau( ), w(B) = inf uU)

dla kazdego G € G i kazdego B € B.

Lemat 1. Klasa zbiorow regularnych wgledem miary borelowskiej na przestrzeni lokalnie
zwartej jest zamknieta na monotoniczne sumy przeliczalne.

Lemat 2. Niech p bedzie skoriczong miarg borelowskq na przestrzeni lokalnie zwartej X .
Wowczas zbiory reqularne tworzqg o-pierscien. Jesli X jest o-zwarta, to zbiory regularne
tworzq o-ciato.

Dowdd. Jedli zbiory E, F' € B sa regularne i F' C E, to dla danego € > 0 istniejg zbiory
K,C € K izbiory G,U € G, takie ze

K CF CAd, CCcFcU
oraz u(G) < p(K) + ¢, p(U) < p(C) + . Wtedy
K\UCEFE\FCG\C,
gdzie K\U e K,G\C e€gGi
w(G\C) < p(G) = p(C) < p(K) — p(U) + 26 < u(K\U) + 2,

wiec klasa zbiorow regularnych jest zamknieta na monotoniczne réznice. Podobnie po-
kazujemy, ze jest takze zamknieta na przekroje. Potem wystarczy skorzysta¢ z Lematu
1.

Jesli X jest o-zwarta, to X jest zbiorem regularnym, wiec o-pierscien zbioréw regu-
larnych jest o-ciatem. 0

Lemat 3. Jesli X jest lokalnie zwarta, to skonczona miara Radona jest reqularna. .

Dowad. Jak wiemy z Lematu 2, zbiory regularne tworza o-pierscien. W przypadku miary
Radona zawiera on zbiory otwarte, wiec jest o-ciatem borelowskim B. O

Lemat 4. Jesli X jest lokalnie zwarta i o-zwarta, to kazda miara Radona p jest regu-
larna.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze p jest wewnetrznie regularna.

Niech X = Uzozl X,, gdzie X,, C X411 X,, € K. Wtedy dla kazdego zbioru borelow-
skiego B i kazdego n zbior B N X, jest na mocy Lematu 3 wewnetrznie regularny w X,
a wiec i w X. Poniewaz B = J,~, BN X, teza wynika z Lematu 1. U
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Lemat 5. Jesli X jest przestrzeniq lokalnie zwartg 1 kazdy jej podzbior otwarty jest
o-zwarty, to kazda miara borelowska na X jest reqularna.

Dowdd. Na mocy Lematu 1 wystarczy pokazac, ze zbidr borelowski warunkowo zwarty
jest regularny. Niech B bedzie takim zbiorem. Niech G bedzie warunkowo zwartym zbio-
rem otwartym zawierajacym B. Przestrzen lokalnie zwarta G jest skonczonej miary i
wszystkie jej zbiory otwarte sg regularne, bo sg o-zwarte. Zatem na mocy Lematu 2
kazdy jej podzbiér borelowski B jest regularny. Jako ze G jest otwarty, B jest regularny
takze w X. OJ

Funkcjonaty liniowe na C.(X)

Dla f € C.(X) 1 G € G symbol f < xg oznacza, ze f < xg i suppf C G. Niech ¢
bedzie nieujemnym funkcjonatem liniowym na C.(X). Dla dowolnego G € G definiujemy

¢"(G) = sup{e(f) : Co(X) 3 f < xa}
a nastepnie dla dowolnego FF C X

p*(E) =inf{o*(G) : E C G € G}.
Lemat 6. Mamy

(7) w(G) =¢(G),  Geg,

(8) w(0) =0,

(9) (UG <D ¢ (G, Gied
(10) M*(U Ey) < ZM*(Ek)a E, C X,

Dowdd. Whasnosci (7) 1 (8) sa oczywiste.

Aby dowiesé (9) rozwazmy f € C.(G) speliajaca f < xq, gdzie G = |, G. Zbibr
zwarty K = suppf C G zawiera sie w skonczonej sumie K C Uff:l G, wiec istnieja
funkcje fi, € C.(Gy), takie ze Yon | fu(z) = 1 dla z € K. Mamy zatem

N

F=>_h-f fef <xa

a stad

co juz implikuje teze.
Wtasnoséé (10) wynika z (9) w standardowy sposob. O

Whniosek 11. Funkcja zbioru p* jest miarg zewnetrzng.

Lemat 12. Jesli xg < f € C.(X), gdzie E C X, to p*(K) < o(f).



Dowdd. Niech 0 < e < 1. Wtedy E C G., gdzie
Ge={reX:f(x)>1—¢}

Ponadto yg < 1_; f, wiec

1
* < u* <
i E) < (G) <

o(f),

co wobec dowolnoéci € daje teze. O
Lemat 13. Niech G i H bedg otwarte. Niech K C G bedzie zwarty. Wtedy
(14) P (G) + ' (H) < p(GUH) + p(GNH),

(15) pH(G) = p (G K) + p (K).
Dowad. Niech g < xg i h < xg beda takie, ze
p(G) <elg)+e  p(H) <p(h)+e
Wtedy g Vh < xgup 1 g AN h < xgnm, wiec
P (G) + ' (H) < p(g) + o(h) +2e =p(gV h) + (g Ah) + 2
< (GUH)+p (GUH)+ 2,
co wobec dowolnosci € > 0 dowodzi (14).

Niech teraz f < xe\x bedzie taka, ze u*(G\ K) < ¢(f)+¢. Niech g € C.(X) spelia
warunki xx < g i suppg Nsuppf = 0. Wtedy f = g < x¢q, wiec

1H(G) = o(f +9) =o(f) +¢9),
skad na mocy zatozen o f i g oraz Lematu 12
w(G) > p(G\K) + p*(K) — ¢,
co wobec dowolnosci e > 0 konczy dowdd. U

Twierdzenie 16 (Riesz). Niech ¢ bedzie nieujemng formg liniowg na C.(X), gdzie
X jest lokalnie zwartq przestrzeniq topologiczng. Istnieje wtedy doktadnie jedna miara
Radona p, taka ze

(17) / f@) uldz) = o(f),  f € Cu(X).

Dowéd. Na mocy Wniosku 11 forma ¢ wyznacza miare zewnetrzna p*. 7 twierdzenia
Caratheodory’ego wynika, ze zbiory p*-mierzalne tworza o-ciato M, a p* ograniczona
do M jest miara. Pokazemy teraz, ze zbiory otwarte sa mierzalne, skad jako wniosek
otrzymamy, ze o-ciato zbioréw borelowskich B zawiera sie w M, a y = u*‘B jest miara.

Rzeczywiscie, niech G € Giniech F C X. Niech E C U € G iniech p*(U) < pu*(E)+e.
Niech dalej K bedzie zbiorem zwartym zawartym w G i spelniajacym p*(G) < p*(K)+-e.
Niech wreszcie G; = GNU i Gy = U \ K. Wtedy

pHENG) +p (BN G) < (Gh) + 17 (Gs)
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i na mocy (14)
PH(ENG)+ p"(E\G) < p"(G1UGs) + 1 (Gi N Gy)
< pi(U) + G\ K) < p*(E) + 2,
co wobec dowolnosci € > 01 ' C X pocigga mierzalno$¢ G.
Przechodzimy do réwnosci (17). Dla danego € > 0 niech
p
u:chij, K;ek,
j=1
bedzie dobrana tak, by f < w i [udu < [ fdu + e. Niech K; C G; € G spelniaja
1(Gj) < p(Kj) + 6 iniech xx; < xg,. Niech g = f V30, ¢;g;. Wtedy f < g i funkeja
g rézni sie od u na zbiorze dowolnie matej miary. Jesli wiec ¢ jest dostatecznie mata, to

o(f) < 0lg) < /udu+€ < /fdu+2a,

skad wobec dowolnosci e, mamy ¢(f) < [ fdu, a wigc takze

[ fdn=— [ ~tau < —o(=1) = o(5)

co konczy te czesé dowodu.
To ze miara u jest miarg Radona i jej jednoznaczno$é¢ wida¢ z samej konstrukeji. [J

Whioski i uwagi
7 Lematu 4 wynika natychmiast

Whiosek 18. Niech ¢ bedzie nieujemnag formg liniowg na Co(X), gdzie X jest lokalnie
zwartg 1 o-zwartg przestrzeniq topologiczng. Istnieje wtedy dokladnie jedna regularna
maara borelowska p, taka Ze

(19) / f@)ulde) = o(f), £ € Cu(X).

Przyktad. Niech X = R? z topologia produktows, gdzie na pierwszej osi wprowa-
dzamy topologie dyskretna, na drugiej zas naturalng topologie prostej. Ta topologia jest
oczywiscie lokalnie zwarta, ale nie o-zwarta. Niech

o) =3 [ fawdy  fecix),
zeR7R

Niech p bedzie miara skonstruowana w dowodzie twierdzenia Riesza. Kazda prosta pio-
nowa U, = {z} x R jest zbiorem otwartym i miara p ograniczona do tego zbioru jest
po prostu miarg Lebesgue’a. Niech E, = R x {y} dla ustalonego y € R. Jest to zbior
domlniety. Poniewaz kazde otoczenie punktu (z,y) zawiera odcinek lezacy na prostej
U, kazdy zbior otwarty G zawierajacy F, zawiera nieprzeliczalnie wiele zbioréw miary
dodatniej i dlatego p(G) = oo. Stad takze u(E,) = oo. Z drugiej strony jedynymi
podzbiorami zwartymi E, sa zbiory skoticzone, wige supycp, #(K) = 0. To pokazuje, ze
miara Radona g nie jest regularna.
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Przestrzen R"™ spehia zatozenia Lematu 5. Tutaj odpowiednosé miedzy funkcjonatami
liniowymi na C\ i miarami borelowskimi jest kompletna.

Whniosek 20. Niech ¢ bedzie nieujemnqg formg liniowg na C.(R™). Istnieje wtedy do-
ktadnie jedna muiara borelowska p, taka Ze

(21) / f(@)pldz) = o(f), | e CLR™).

Literatura

Bourbaki, Integration, rozdziat 3,
Federer, Geometric Measure Theory, rozdziat 2.2.5,
almos, Measure Theory, rozdziat 10.56,

N.
G.
P. H
Kingman, S. Taylor, Measure and Probability, rozdzial 9.5,

. Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych, rozdziat 6.4,

J
S
W. Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona, rozdziat 2.

(pg)



