Rzuty i domkniete podprzestrzenie

Niech X bedzie przestrzenig wektorowa. Rzutem w X nazywamy kazde odwzorowanie
liniowe P, takie ze P? = P.

1. Jesli P: X — X jest rzutem, to
X =X, ® Xy,
gdzie X, = P(X), Xy = ker P. I na odwrét, kazdy rozklad X = X1 ® Xy wyznacza rzut
P, taki ze X; = P(X), Xy = ker P.
Moéwimy wtedy, ze P jest rzutem na X; w kierunku Xj.
2. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, a P rzutem X na podprzestrzen domknietq

X1 w kierunku podprzestrzeni Xo. Rzut P jest ciggly, wtedy 1 tylko wtedy gdy Xo jest
podprzestrzeniq domknietq.

Dowdd. Jesli P jest ciagly, to Xy = ker P jest oczywidcie domknieta. Przypusémy teraz,
ze Xs jest domknieta i rozwazmy odwzorowanie
T: X x Xy — X, T(xy,22) = 1 + X2.
Jak widaé, jest to izomorfizm algebraiczny ciagly, bo
1T (1, )| = [ + w2ll < lzall + 2]l = [ (21, 22) |

Na mocy twierdzenia Banacha istnieje stata C' > 0, taka ze

[(z1, )| < Cll]],
skad

|Pz|| = ||lz.|| < Cllz]l,

co dowodzi, ze P jest ciagty. O

3. NiechT': X — Y bedzie cigglym odwzorowaniem lintowym Banacha X na przestrzen
Banacha Y . Niech X1 = kerT. Wtedy przestrzenie X/ X1 1Y sq izomorficzne jako prze-
strzenie Banacha. Jesli ponadto istnieje ciggly rzut P : X — Xy w kierunku domknietej
podprzestrzeni Xo, to X/ X1, Xo i Y sq izomorficzne.

Dowéd. Niech T(z+ X,) = Tz bedzie odwzorowaniem X/X; na Y. Jak wiadomo, jest to
ciagly izomorfizm algebraiczny, wiec z twierdzenia Banacha o odwzorowaniu odwrotnym
jest on izomorfizmem topologicznym. Jesli dodatkowo X; ma domkniete dopetnienie al-

gebraiczne Xs, to biorgc za T ciggly rzut na X, w kierunku X7, otrzymamy topologiczny
izomorfizm X, i X/ X7, O

W dalszym ciggu postaramy sie skonstruowaé przyktad pokazujacy, ze

4. Nie kazda domknieta podprzestrzen X przestrzeni Banacha X jest obrazem X przez
pewien cigglty rzut P. Innymi stowy, moze sie zdarzyc, zZe zZadne z algebraicznych dopet-
nien Xo przestrzent X, nie jest domkniete.

Oto najwazniejszy krok.

Twierdzenie 5 (Schur). Jezeli cigg (z,) jest zbieiny stabo do zera w ', to jest tez

zbiezny w normie.
1



2

Dowéd. Niech ciag (x,) C I' bedzie zbiezny stabo do zera. Przypu$émy nie wprost, ze
nie jest on zbiezny w normie. Wybierajac odpowiedni podcigg i normalizujac, mozemy
przyjaé, ze ||x,|l1 = 1 dla wszystkich n. Wybierzemy ciagi liczb naturalnych ny < ngyq
oraz pr < pr+1, takie ze
(6) >l () >2/8

PL<I<Pk+1
Niech mianowicie n; = 11 p; = 1. Niech p, bedzie takie, ze

> () > 2/3.
1<j<p2

Przypusémy, ze dane sg juz n; < ng < -+ < ng oraz p; < py < --- < pg, dla ktorych
spetiony jest warunek (6). Wtedy istnieje ng 1, takie ze

‘ 1
> ol <3,

1<i<pg
bo ciag (z,) dazy punktowo do zera. Nastepnie tak dobieramy py.1, by spetniony byt
warunek (6).
Niech teraz a(j) = sgn (zp, (7)) dla pr < j < pgy1. Z naszej konstrukeji wynika, ze

Pe<I<Pr+1 I[Pk .Pr+1)
co ktoci sie ze stabg zbieznoscia ciggu z,, do zera. ([

Te ciekawg wlasnoéé przestrzeni I nazywamy wtasnoscig Schura. Zauwazmy, ze osrod-
kowa przestrzen Hllberta nie ma tej wtasnosci, gdyz nieskonczony ciag ON (x,) jest
zbiezny stabo do zera i bynajmniej nie jest zbiezny w normie, bo ||z, — z,,[|* = 2, jesli
tylko n # m. Oczywiscie

7. Jesli przestrzen Banacha ma wlasno$é Schura, to ma jg kazda jej domknieta podprze-
strzen.

Zatem

8. Przestrzen ' nie zawiera domknietej podprzestrzeni izomorficznej z nieskonczenie wy-
miarowq przestrzeniqg Hilberta.

A oto i cel naszych rozwazan. Przypomnijmy najpierw, ze kazda osrodkowa przestrzen
Banacha jest ciggtym obrazem liniowym przestrzeni [*.

9. Niech T : I' — H bedzie cigglym epimorfizmem na osrodkowq przestrzen Hilberta H.
Wtedy podprzestrzen,
X =kerT

nie ma w ' domknietej podprzestrzeni dopelniajgces.

Dowéd. Gdyby X miala domkniete dopelnienie algebraiczne Y w [!, to na mocy (3)
podprzestrzen Y bylaby izomorficzna z przestrzenia Hilberta, co ze wzgledu na (8) jest
niemozliwe..
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