TEORIA SPEKTRALNA OGRANICZONYCH OPERATOROW
NORMALNYCH

1. SPEKTRALNY ROZKLAD JEDNOSCI

Spektralnym rozkladem jedno$ci w przestrzeni Hilberta H nazywamy odwzorowanie,
ktére kazdemu zbiorowi borelowskiemu M C C przyporzadkowuje projektor ortogonalny
E(M) w H, w taki sposéb ze

(1.1) E®) =0, E(C)=1I,
(1.2) E(MNN)=E(M)E(N) dla borelowskich M,N C C,
(1.3) E(|JMzi) =>_ E(Mi) w mocnym sensie,

jesli zbiory My sa parami rozlaczne. Zwréémy uwage, ze ostatni warunek réwnowazny
jest nastepujacemu:

(1.4) M\, 0 = E(Mj) — 0 w mocnym sensie.
Projektory E(M) bedziemy tez nazywali projektorami spektralnymi. Zbior
supp F = ﬂ M
B(M)=I

nazywamy nosnikiem rozkladu spektralnego. Noénik jest wigc najmniejszym domknigtym
podzbiorem K C C, takim ze E(C \ K) = 0.

1.5. Niech E bedzie spektralnym rozkladem jednosci w przestrzeni Hilberta H. Wtedy dla
kazdych x,y € H

(1.6) pay(M) =< E(M)x,y >, gyl < [l2l[y]l,
jest miarq zespolong. Jesli ji, = iy 2, to ||| = ||z||*.

1.7. Dla kazdych x,y,z € H i kazdego o € C,

(18) Hoaz+y,z = Qlg,z T Hy 2
Ponadto, dla kazdej funkcji F € B°°(C)
(1.9) [ Pt = [ Fow.a(a).

Rodzine miar p, , speiniajacych (1.8) i (1.9) bedziemy nazywali rodzing miar spek-
tralnych.
1.10. Mamy
|ty (M) < [yl (e (M)

oraz

suppE = | J supppay = | supp pia-
z,yeH r€H

Algebre ograniczonych funkeji borelowskich na C bedziemy oznaczaé przez B°°(C).
1
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1.11. Dla kazdego zbioru borelowskiego M ¢ kazdych x,y € H
d:u'E(M)z,y = XMd,Ufac,y-

Za pomoca rodziny miar spektralnych definiujemy dla kazdej funkcji F € B>(C)
operator

< Op(F)z,y >= / F\) 1. (dN),

ktéry bedziemy tez oznaczaé przez

Op(F) = /F()\)E(d)\).
Whprost z definicji wynika, ze
[[Op(F)[| < [|Fl[oe-

Bedziemy méwili, ze ciag F;, € B (C) jest zbiezny do F' w sposéb ograniczony, jesli
ma miejsce zbieznosé¢ punktowa i wszystkie funkcje w ciagu sa wspoélnie ograniczone.

1.12. Jesdli cigg funkcji F,, € B>®(C) jest zbiezny w sposéb ograniczony, to cigg operato-
row Ap, jest zbiezny stabo operatorowo.

1.13. Lemat. Niech F,G € C(C) bedg borelowskie i ograniczone. Wtedy
Op(FG) = Op(F)Op(G).  Op(F)* = Op(F).
W szczegdlnosei, operator Op(F) jest normalny.

Dowdd. Przyjmijmy najpierw, ze F' = xas, gdzie M C C jest zbiorem borelowskim.
Wtedy

< Op(F)Op(G)z,y >=< E(M)Op(G)z,y >

—< Op(G)a, MYy >= [ GOVt piany(d)

- / (XM G) (Nt (AN) =< Op(F G,y >,

bo piy m(M)yy = XM He,y- Stad natychmiast wynika, ze wzér obowiazuje dla funkcji pro-
stych F', a przez przejscie graniczne dla dowolnych F' € B> (C). Druga czes¢ tezy wynika
wprost z (1.9). O

1.14. Wniosek. Niech cigg F,, € B> (C) bedzie zbiezny w sposdb ograniczony do funkcji
F. Wtedy

Op(Fn)z — Op(F)z,  z€H,
a wiec zbiezno$é jest w istocie mocna.

Dowdd. Mozemy przyjaé, ze F' = 0. Wtedy
| Op(F)z||* =< Op(F)* Op(F)z,x >

—< I (W >= [ 1B Oa(@) —0,
bo wczeéniej pokazaliSmy, ze zbiezno$¢ jest staba. O

1.15. Wniosek. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé pomiedzy spektralnymi
rozkladami jednosci o ograniczonym nosniku w przestrzeni Hilberta H a rodzinami miar
spektralnych o wspdlnie ograniczonym nosniku.
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Dowaod. Widzielidmy, ze spektralny rozktad jednosci wyznacza rodzing miar spektralnych.
Niech teraz {j,} bedzie taka rodzina. Niech

E(M) = Op(xum)
dla borelowskiego M C C. Widaé, ze E(M) jest projektorem ortogonalnym. Addy-
tywnosé i multiplikatywnosé sa latwe do sprawdzenia. Pokazemy, ze réwniez warunek
ciaglosci jest spelniony.
Niech wiec My, \, @ i niech Fy, = xps,.. Wtedy

1B(Mi)z|* =< E(M)z,z >= e =0,
k

bo gy = Uy, jest miara. Zatem M — E(M) jest spektralnym rozktadem jednosci. O

2. TWIERDZENIE SPEKTRALNE
Przypomnijmy elementarne fakty teorii spektralnej.

2.1. Niech T bedzie ograniczonym operatorem na przestrzeni Banacha X, a P wielomia-
nem nad C. Wtedy
o(P(T)) = P(o(T)).
Dowdd. Niech P bedzie unormowanym wielomianem stopnia n. Niech
Dy 1<) <n} = P ({u}).

Wtedy

=P =A1=A) ... (A = N),
a wiec takze

u—PT)y=M-T)...(\n, = T).
Operator p— P(T') jest odwracalny, wtedy i tylko wtedy gdy ktérys z operatoréw \; — T
jest odwracalny. Widac stad, ze

peo(P(T) < P ({n}no(T) #0 <= ne Plo(T)).
]

2.2. Jesli T jest normalnym operatorem ograniczonym na przestrzeni Hilberta, a P wie-
lomianem, to
[P(T)|| = sup{|[P(N)| : A € o(T)}-
Dowdd. Przypomnijmy, ze dla kazdego T € L(H)
r(T) =sup{|A|: A € o(T)}
oraz, jezeli T' jest normalny,
r(T).||T|
W takim razie na mocy (2.1),
[P(T)|| = r(P(T)) = sup{|u| : p € o(P(T))} = sup{|P(A)| : A € o(T)},
bo P(T) jest normalny, jezeli T jest normalny. O
A oto i twierdzenie spektralne.

2.3. Twierdzenie. Niech A € B(H) bedzie normalny. Istnieje dokladnie jeden spektralny
rozktad jednosci na H o nosniku ograniczonym, taki zZe

A= /)\E(dA).
Ponadto supp F = o(A).
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Dowdéd. Na mocy (2.2) dla kazdego wielomianu P mamy
[P(A)]l = sup |[P(A)].
A€o (A)

Ponadto A*A = AA*, co pozwala tatwo okresli¢ *-homomorfizm algebr
C(o(A)) > f — f(A) € B(H),

ktory jest izometria na pewna domknieta podalgebre B(H). Zauwazmy nastepnie, ze dla
kazdych z,y € H funkcjonal liniowy

Clo(A) 3 f =< f(A)z,y >

jest ciggly, wiec na mocy twierdzenia Riesza istnieje miara zespolona u,, o normie
< lflflyll, taka ze

(2.4) < fWay >= [ F0ay @)
Dla kazdych x,y € H jest supp iz, C 0(A), a z drugiej strony dla kazdego Ao € o(A)
i kazdego € > 0 istnieje x € H, taki ze
/’[’ZE(BE()\O)) > Oa
wiec

(2.5) a(A) = | J supp po-
zeH

Ponadto, jak nietrudno zauwazy¢, miary p,, spelniaja warunki (1.8) i (1.9). Zatem
{1tz } jest rodzing miar spektralnych i wyznacza spektralny rozklad jednoséi E, taki ze
dla ustalonego zbioru borelowskiego M C C

E(M) = Op(xum) = xm(A).
Z (2.5) 1 (1.10) wynika, ze supp E = o(A). Pozostaje juz tylko zauwazy¢, ze

< Az,y >= /)\/Jx,y(d)\)

na mocy definicji fiy -
Wykazemy jeszcze jedynosé spektralnego rozkladu jednosci. Niech E; bedzie rozkla-
dem jedno$ci o ograniczonym noéniku, takim ze

A= / B (dN).

(Zauwazmy, ze tylko z powodu ograniczonos$ci no$nika mozemy funkcje f(A) = A uwazaé
za ograniczong.) Stosujac Lemat 1.13, przez indukcje otrzymujemy

< P(A)zx,y >= /P(/\) < Ei(dN)z,y >
dla kazdego wielomianu P, a wiec i dla kazdej funkcji ciaglej. To za$ oznacza, ze
< Ei(M)z,y >=< E(M)x,y >
dla kazdego borelowskiego M, a wiec Eq = E. O

2.6. Wniosek. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy spektralnymi
rozkladami jednosci o ograniczonym nosniku w przestrzeni Hilberta H a ograniczonymi
operatoramsi normalnymsi na tejze przestrzeni.



TEORIA SPEKTRALNA 5

2.7. Wniosek. Niech A bedzie operatorem normalnym na przestrzeni Hilberta. Istnieje
dokladnie jeden *-homomorfizm algebry

B>®(c(A)) > F — F(A) € L(H),
przez ktory funkcja f(A) = X przechodzi na A, a ponadto F,(A) — F(A) mocno, jesli
F, — F w sposob ograniczony.

3. WNIOSKI I PRZYKLADY
Zacznijmy od przykladu.
3.1. Przyktad. Niech K C C bedzie zwarty. Jak wiemy, operator
Af(t)=tf(t),  feH=L*K),

jest operatorem normalnym, a jego spektrum to o(A) = K. Niech

EM)=T1,, 1, M e B(C).

Nietrudno sie przekonaé, ze E jest spektralnym rozkladem jednoéci na H. Miara spek-
tralna wyznaczona przez wektor f € H jest

W)= [ |fP .
KNM

Mamy tez
A= / NE(d)),
K

3.2. Wniosek. Liczba Ay lezy w spektrum operatora normalnego, wtedy i tylko wtedy gdy
E(B(Xo,€)) # 0 dla kazdego € > 0.

3.3. Wniosek. Liczba \g jest wartoscig wlasng operatora normalnego A, wtedy i tylko
wtedy gdy E({Ao}) # 0.

Dowdd. Wystarczy rozpatrzy¢ przypadek Ao = 0. Jesli E({0}) # 0, to dla pewnego
wektora g € H o dlugosci 1 mamy FE({0})zo = z¢. Zatem

(3.4) < Azg,x9 >= / Az (AX) =0,
{0}

a wiec Azg = 0.
Z drugiej strony, jesli Azg = 0 dla pewnego ||zo|| = 1, to

[ Malan) =0,
o(A)

a wiec takze
[ PO (@) =0
o(4)

dla kazdego wielomianu P o zerowym wyrazie wolnym. Wiemy jednak, ze pi,, jest miarg
probabilistyczna. Stad 15, = do 1 wobec tego E({0})zo = xo. O

3.5. Wniosek. Niech A bedzie operatorem normalnym na przestrzeni Hilberta H. Wow-
czas dla kazdej funkcji cigglej f



6 TEORIA SPEKTRALNA

Dowéd. Wystarczy sprawdzié¢, ze f(A) jest odwracalny, wtedy i tylko wtedy gdy 0 ¢
f(o(A)). Jest jasne, ze jesli 0 ¢ f(o(A)), todla g=1/f jest f(A)g(A) = I, a wiec f(A)
jest odwracalny.

Przypu$émy teraz, ze f(Ao) = 0 dla pewnego A\g € o(A). Niech M, = B(Ag,1/n).
Jako ze A\g € 0(A), E(M,) jest niezerowym projektorem, wigc istnieje ||z, || = 1, taki ze
E(M,)x, = x,. Zauwazmy jednak, ze

1f (A)znll = 1, (A) f(A)znll < [[1ar, fI| = O,

wiec f(A) nie moze byé¢ odwracalny. O
Powyzszy wniosek zilustrujemy prostym, lecz ciekawym przyktadem.

3.6. Przyktad. Jesli A > 0, to

AY? = VAE(dN).

o(A)
Zatem jesli A jest normalny, to
A*A = IN2E(dN), |A| = / INE(dN).
o(A) a(A)

Stad tez

o(|A) = {[Al: A € o(A)}.
Niech jeszcze F(z) = sign(z). Wtedy U = F(A) jest czesciows izometria oraz A = U|A)|
jest rozktadem biegunowym.

3.7. Uwaga. Zwr6émy uwage, ze dla kazdego borelowskiego M C o(A) przestrzen E(M)(H)
jest podprzestrzenia niezmienniczg operatora normalnego A. Tak wiec operatory normal-
ne ciesza si¢ obfitoScia podprzestrzeni niezmienniczych.

3.8 (Kryterium Weyla). Liczba Ao lezy w spektrum operatora A, wtedy i tylko wtedy
gdy istnieje cigg unormowanych wektorow x,, € H, taki zZe

(3.9) lim Aoz, — Az, = 0.

Dowdd. Jesli Ag nie lezy w spektrum A, to dla kazdego ciagu (z,) spelniajacego (3.9)
lzall = 1Al = A) 7 Aol = A)za|l < Cl(Ao] = A)zy|| — 0,
co przeczy ||z,| = 1.

Niech teraz A\g € o(A). Dla kazdego n istnieje wektor z,, dtugosci 1, taki ze E(M,)x,, =
T, gdzie My, = B(Ao, +1/n). Wtedy

Nottn — Agyy = / (o — N)E(d\)z, = / (Ao — N E(d\)z,

M,
skad
on — Azal| < ~ | E(M)] = ~
0Tn Tn|l & n n - na
tak jak chcielidémy. O

3.10. Uwaga. Powyzszy wniosek czesto formuluje sie tak: Spektrum operatora normal-
nego sktada sie z aproksymatywnych wartosci wtasnych.

Méwimy, ze wektor xg € H jest wektorem cyklicznym operatora A, jesli

< Arxg:ne N >=H.

W Przykladzie 3.1 wektorem cyklicznym jest funkcja 1.
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3.11. Whniosek. Jesli operator normalny A € B(H) ma wektor cykliczny xzo € H, to
istnieje izometria
U:L*o(A),p) — H,
gdzie [b = [y, , taka Ze
UTLAUS(N) = Af(V),  f € L3(o(A), p).
Dowdd. Definiujemy U na gestej podprzestrzeni B (o (A)) wzorem U f = f(A)zg. Obraz
U jest gesty. Mamy tez

< ULUg>=< f(A)zn,g(A)a0 >= [ FNTVIO) =< .9 >
co pokazuje, ze U jest odwzorowaniem unitarnym na H. Ponadto,
<U AU, g >=< AUf,Ug >=< Af(A)xg, g(A)xo >= /Af(A)ﬁu(dA),
skad wynika reszta tezy. O

Méwimy, ze operator A na przestrzeni Hilberta ma proste spektrum, jedli jest unitarnie
réwnowazny operatorowi postaci f — Af na L?(M, ) dla pewnej miary skoficzonej u na
przestrzeni zwartej] M C C. Zatem

3.12. Wniosek. Operator normalny ma proste spektrum, wtedy i tylko wtedy gdy ma
wektor cykliczny.

Rozwazmy jeszcze przyklad.
3.13. Przyktad. Niech H = L?(—7/2,7/2) i niech
Af(t) = cost- f(t), feHn.
Mamy wiec o(A4) = [0, 1].

A nie ma wektora cyklicznego. Przypusémy bowiem nie wprost, ze f jest takim wek-
torem. Oczywiscie f(t) # 0 p.w. Niech ¢g(t) = f(t) dla z € (0,7] i g(t) = f(—t) dlax €
[—7,0]. Jedli P, jest takim ciagiem wielomianéw, ze ¢, f — g, gdzie @, (t) = P,(cost),
to istnieje podciag ¢, zbiezny p.w. do 1, skad wynika, ze f jest funkcja parzysta i nie
moze by¢ wektorem cyklicznym.

Jedli ustalimy izomorfizm unitarny

L*(=n/2,7/2) 3 [ — (f1, 2) € L*(0,7/2) & L*(0,7/2)
wzorem f1(t) = f(—t), f2(t) = f(¢t), to otrzymamy unitarnie réwnowazny operator

A(fla f2) = (COSt ' fl(t)chSt ' f2(t))a (fla f2) € LQ(O?W) D Lz(ovﬂ-)'
Uzywamy tej samej litery A na oznaczenie innej realizacji tego samego operatora, by nie
komplikowaé niepotrzebnie zapisu.

Na kazdym ze sktadnikéw L?(0,7/2) operator ma proste spektrum. Aby to zobaczyé,
wprowadzmy miare na [0, 1]:

X

V1=
Niech U f(A\) = f(arccos \). Nietrudno sprawdzié, ze

U : L*([0,7/2],dt) — L*([0,1], dm)
jest przeksztalceniem unitarnym oraz
UAU g(N\) = Ag(N\).

dm(X\) =



