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12 Zadania 107

1 Przestrzenie unormowane

Definicja 1.1. Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad C (lub R). Nor-
mgq okreslong na X nazywamy funkcje X > x — ||z|| € [0,00) spelniajgcq
warunk:

(i) ||lz|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.
(ii) ||[Ax|| = |A|||z||, dla X € C oraz x € X. (jednorodno$é)
(i11) ||z +y| < |zl + ||yll, dla z,y € X. (warunek tréjkata)
Uwaga 1.2. Z nieréwnosci trojkata wynika, ze
[zl =yl < fle =yl

Okreslmy funkcje d(z,y) = |z — y|| dla z,y € X. Wtedy d(z,y) jest
metryka i X staje sie przestrzenig metryczna.

Przyktady.
1. X =C" (lub R™). Dla x = (x1, %3, ..., %,) mozemy okresli¢ normy
2]l = Z|5Ei|>
i=1
ol = max i

2. X = (|0, 1] (funkcje ciagte o wartosciach zespolonych). Okreslamy tzw.
norme jednostajna

[flloe = max | £ (2)].

0<t<1

Ta przestrzen ma nieskoficzony wymiar, bo jednomiany 1, z, 22, 23, ...

tworza nieskonczony uktad liniowo niezalezny. Jednakze uktad ten nie
jest bazag algebraiczng przestrzeni liniowej X. Mozemy rozwaza¢ tez
inng norme:

Il = [ 1)l d.
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3. X =/0°={x=(x,)2, : sup, |z.| < oo}.
il = sup .

Zauwazmy, ze |z,| < ||7]|co-

Definicja 1.3. Przestrzen metryczng nazywamy zupetnag, jesl kazdy cigg
elementow tej przestrzeni spetniajgcy warunek Cauchy’ego jest zbieziny.

Definicja 1.4. Przestrzen unormowang zupelng w metryce d(x,y) = ||z —yl||
nazywamy przestrzeniqg Banacha.

Przyktad. Przestrzenie R i C sg przestrzeniami Banacha.

Przyktad. (> jest przestrzenia Banacha. W tym celu trzeba pokazaé, ze
kazdy ciag Cauchy’ego ) w > jest zbiezny do pewnego elementu x z £.
Ustalmy wskaznik n. Wtedy

29— 20] < sup 2 — 2] < [la®) = 2 |
meN

Zatem dla dowolnej liczby n ciag liczbowy (z(¥)22, spelia warunek Cau-
chy’ego. Zatem ten ciag ma granice limy, 2*) = x,,. Otrzymujemy w ten spo-
sob cigg x = (2,)°%,. Pokazemy, ze x € (> oraz ||2®) — 2o — 0. Ustalmy

wigc liczbe dodatnia €. Z warunku Cauchy’ego istnieje wskaznik kq taki, ze
dla k,l > ko mamy

o — 2] < 2 — 20 <.
Przechodzac do granicy po lewej stronie, gdy | — oo otrzymamy

ol

—x,| <e, n=12....
Zatem x®) — z € (> oraz

[2® — 2| <e k> k. (1.1)
Otrzymujemy, ze = lezy w £>° jako suma dwu elementéw z £>°

r = —(ztko) — z) 4 20,

Ponadto (1.1) oznacza, ze z® zbiega do x w £°°.
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o0
Definicja 1.5. Mowimy, zZe szereg Z Tn elementow z przestrzeni unormo-

n=1
wanej X jest zbiezny, jesli szereqg sum czeSciowych

n
Sp = Z T
k=1

jest zbiezny.

Mowimy, ze szereq Z T, jest bezwzglednie zbiezny, jesli zbiezny jest szereq

n=1

liczbowy Y ||zn].

n=1

Twierdzenie 1.6. Przestrzen lintowa unormowana jest zupetna wtedy @ tylko
wtedy, gdy kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny.

Dowdd. (=) Zatézmy, ze Y _ ||z, < oo. Dla n > m mamy

n=1
n n o0
[sn = smll = || Do o < Do ol < Do ]l
j=mt1 j=m+1 j=m—+1

Stad wynika, ze ciag s, spelnia warunek Cauchy’ego, zatem jest zbiezny.

(<) Niech z,, bedzie ciagiem Cauchy’ego w X. Dla e = 27 istnieje liczba
naturalna ny taka, ze dla n,m > ny mamy ||z, — z,,| < 27%. Mozna zalozy¢,
7€ Ngy1 > ny. Zatem

Hxnk+1 _'InkH < 271?7 k= 1727"-

Przyjmijmy yo = ,, oraz yp = Tp,,, — T, dla k > 1. Wtedy szereg > yp
jest bezwzglednie zbiezny. Zatem szereg ten jest zbiezny. Obliczamy sumy
czedciowe tego szeregu i otrzymujemy

k—1
Z Y = Ty,
=0

Zatem podciag x,, jest zbiezny. Oznaczmy z = limy ,,, . Pokazemy, ze x =
lim,, z,,. Ustalmy liczbe £ > 0. Z warunku Cauchy’ego istnieje liczba kj taka,
ze

€

5 n,m > k.

Hxn - xm” <
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Istnieje tez liczba [y, dla ktorej
£

= lo.
5 [ > 1

[2n, — || <
Niech n > max(ko,ly) = mg. Wtedy n > ko oraz n,,, > mo > ko. Zatem

e £
[0 = 21 < 10 = B |+ 1, — 2l < 5+ 5 =

Przyklad. Rozwazamy przestrzen liniowa

Lﬂg(o,n:{f:(o,n_)R

1
f mierzalna, || fl1 :/|f(x)|da: < oo}
0

Przyjmujemy, ze dwie funkcje f i g sa réwne jesli f(z) = g(x) prawie wszedzie
dla z z przedziatu (0,1) wzgledem miary Lebesgue’a. Pokazemy zupetnosé
przestrzeni w normie || ||;. Wystarczy sprawdzié¢, ze kazdy szereg bezwzgled-
nie zbiezny jest zbiezny. Niech Y || fu]l1 < 0o. Okreslmy funkcje

g(z) = f: fula)]

Jesli szereg jest rozbiezny, przyjmujemy wartos¢ oo. Funkcja g jest mierzalna
i nieujemna jako granica punktowa sum czesciowych funkcji mierzalnych i
nieujemnych. Na podstawie twierdzenia Beppo-Leviego mamy

[s@dz = [ S 1 @ldr =3 (15wl de= 3 1@ < o0

Zatem g(z) < oo prawie wszedzie, czyli szereg Y f,(z) jest bezwzglednie
zbiezny prawie wszedzie. To pozwala okresli¢

Z fa(z), jesli szereg jest zbiezny:;
= {n=1

h(z)

0, jesli szereg jest rozbiezny.
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Pokazemy, ze h € L(0,1) oraz 3 f,, = h w normie przestrzeni L (0, 1).
Mamy

0/1| |dx—/

Dalej

100
dr < [ |fula Idx—ZIIfn||1<OO
0

n=1

h-$

i fr(x)| dx

—n+1

:/1 h(z) —

1

1
O/k:
1

<[ 3 h@ld= Y @] o

0 k=n+l1 k=n+1

Tak samo dowodzi sie, ze przestrzen Lk (X, p1) jest zupelna dla przestrzeni X
Z miarg fi.
W przestrzeniach C* (lub R™ oraz np. C'[0, 1] mozna okresli¢ wiele norm.

Definicja 1.7. Dwie normy || ||1 oraz || |2 okreslone na przestrzeni liniowej
X nazywamy réownowaznyms jesli te normy sqg porownywalne, tzn. istniejq
liczby dodatnie ¢y i co spelniajgce

coflzll2 < flz|h < a2l
dla wszystkich x z X.

Uwaga 1.8. Réwnowaznos$¢ norm oznacza zatem, ze iloraz norm dla nieze-
rowych elementéw jest ograniczony od gory i od dotu przez liczbe dodatnig.
Jedli normy || [|; oraz || ||2 sa réwnowazne, to zbieznosé¢ ciagu z,, wzgledem
normy || ||; jest rbwnowazna zbieznosci tego ciagu w normie || ||o. Rzeczywi-
Scie, wynika to z nieréwnosci

Colln = lls <lzn — 2l < erl|n — 2.

Implikacja odwrotna tez jest prawdziwa, tzn. jesli zbieznos¢ ciggdéw w dwu
normach jest réwnowazna, to normy te musza by¢ réwnowazne (zadanie).

Przyktad. Rozwazmy C10,1] i dwie normy

0<tL1

7l = mas 17O 1= [ 17(0)]dt
0
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Mamy
1 1
17l = [17@1dt < [l dt = [1f ]
0 0

Niech f,(z) = 2. Wtedy

1

n OO:]~; n - .
Il Ills = ——

Stad normy te nie s rownowazne, bo iloraz norm nie jest ograniczony.

Twierdzenie 1.9. W przestrzeni C" (lub R™) wszystkie normy sq réwno-
wazne.

Dowdd. Pokazemy, ze dowolna norma || || jest rtéwnowazna z norma ||x||e =
maxici<n |2;|. Niech eq, eq, ..., e, oznacza elementy standardowej bazy w C".
Tzn. ciag e; sktada sie z (n — 1) zer i jedynki umieszczonej na i-tej pozycji.
Wtedy

n
sz‘ei

i=1

|l =

n n

< 3lalled < (X el ) el

i=1 i=1

Przyjmujac ¢; = 31, ||e;]| otrzymujemy ||z|| < ¢1]|z||oo. Pozostaje udowod-
ni¢, ze istnieje stata cy taka, ze

oflefleo <llfl,  zeC"

Niech S = {y € C"|||y|lo = 1}. Rozwazmy funkcje ¢ : S — (0, 00) okreslona
wzorem (y) = |ly||. Zbiér S jest domkniety i ograniczony w C". Z kolei
funkcja ¢ jest ciagta, bo

() — o)l = [yl = llwoll| < Iy = voll < e1lly = vollo-

7 twierdzenia Weierstrassa funkcja ¢ przyjmuje wartos¢ najmniejsza w pew-
nym punkcie zbioru S. W szczegdlnosci ta funkcja jest ograniczona od dotu
przez pewng dodatnia stala co. Czyli ||y|| > co dla y € S. Niech z # 0 € C".
Wtedy element y = z/||z||« nalezy do S. Z réwnosci z = ||z]| y otrzymu-
jemy zatem

2]l = llzlloo [[yll = c2ll2]co-
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Uwaga 1.10. Z twierdzenia wynika, ze przestrzen C" (i R") jest zupena
niezaleznie od wyboru normy, bo ciggi zbiezne w jednej normie sa zbiezne
w kazdej innej normie oraz ciagi Cauchy’ego w jednej normie sg ciggami
Cauchy’ego w kazdej innej normie.
Whniosek 1.11.

(i) Przestrzen C™ (R™) jest zupetna w dowolnej normie.

(i1) Przestrzen unormowana skonczonego wymiaru jest zawsze zupelna.

Dowdd. (ii) Niech X bedzie ta przestrzenia oraz dim X = n. Niech fi, fo, ..., fn
bedzie baza przestrzeni X. Okreslmy odwzorowanie ¢ : X — C" wzorem

n
X> Zxkfk o~ (x1,29,...,2,) € C".
k=1
Wtedy ¢ jest izomorfizmem przestrzeni X i C". Z pierwszej cze$ci wniosku

wynika, ze X jest zupeha. ]

Wiadomo, ze jesli podzbior Y w przestrzeni metrycznej X jest przestrze-
nia metryczng zupetna, to Y jest domknietym podzbiorem w X. Stad na-
tychmiast otrzymujemy

Whniosek 1.12. Jesli E jest podprzestrzeniq liniowq skonczonego wymiaru
w przestrzeni unormowanej X, to E jest domknieta w X.

Twierdzenie 1.13 (o najlepszej aproksymacji). Niech E bedzie podprze-
strzenig lintowq skonczonego wymiaru w przestrzeni unormowanej X. Dla
kazdego elementu v z X istnieje element xg taki, ze

— 2o = inf ||z — .
lz = zoll = inf [|lz —y|

Dowdéd. Oznaczmy a = infycp || — y||. Dla liczby n istnieje element y,, € £
taki, ze ||z — y,|| < a + L. Wtedy

1
gl < Nl = 2| + il < a+ 2] + — < a+[lzf + 1.

Zatem ciag y,, jest ograniczony. Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa (bo dim £ <
00) mozemy wybra¢ podciag y,, zbiezny np. do xy. Poniewaz E jest domknie-
ta, to xg € E. Dalej

1
a < [lz = zol| < llz = yn [l + 1Yn, — zoll <a+ — + [lyn, — w0l| — «a
Ny k—oco

Otrzymujemy ||z — zo|| = a co koniczy dowdd. O
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Uwaga 1.14. Jesli norma spelnia
lz+yll = [zl + [y = 2 =aydlaaecC

to element xy z tezy twierdzenia jest jedyny. Istotnie, zatézmy, Ze istnieja
dwa elementy xq oraz x; spetniajace

| = zol| = [l — 21 [| = a.
Wtedy
To + 11 T — T T — T T — To Tr— I
Zatem
Hx—xo xr — X T — Xg Hx—xl
2 2 2 2
Wtedy
r — 2o r — T
=«
2 2

dla pewnej liczby a. Jesli a = 1, to xg = x1. Jesli zas o # 1, to obliczajac x
otrzymamy, ze x € E' i wtedy © = 2o = z1. Mozna tez zauwazy¢, ze liczba a
musi by¢ zawsze nieujemna. Jedli ||z|| = ||y|| # 0, oraz ||z + y|| = ||z|| + [|y||
to a=1.

Definicja 1.15. Podzbior przestrzeni metrycznej X nazywamy gestym, jesli
dla dowolnego elementu x z X i dowolnej liczby € > 0 istnieje element a z A
spetniajgey d(x,a) < €. Przestrzen metryczna jest o$rodkowa, jesli posiada
przeliczalny podzbior gesty.

Uwaga 1.16. Jesli w przestrzeni metryczne; X znajdziemy nieprzeliczal-
ng rodzine roztgcznych otwartych kul (tzn. zbioréw postaci B(x,r) = {y €
Y|d(z,y) <r}), to X nie jest o$rodkowa.

Przyktad. X =R" (lub C).

Ar = {(z1,22,...,2y) |7, € Q}
A(C - {(2172277Zn)|ZZEQ+Z@}
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Przyktad. Rozwazmy X = Cg|0,1] z normg || f||« = supg< |f(t)]. Z twier-
dzenia Weierstrassa dla dowolnej funkcji f istnieje ciag wielomianow p,, taki,
ze pn(z) jest zbiezny jednostajnie do f(z). Tzn. ||p, — fllec — 0, gdy n — oc.
Zatem wielomiany P tworza gesty podzbior w X. Wtedy zbior

Po={p(x) =aa"+...+ax+aog|n €N, ay,ai,...,a, € Q}
jest przeliczalnym i gestym podzbiorem w P a zatem rowniez w X.
Przyktad. Dla przestrzeni

2= {(xn);’f:l | > @l < oo, z, € (C}

n=1
zbibr

A={(zn) | z, € Q4+ 1Q, z, =0 od pewnego miejsca}
jest przeliczalnym zbiorem gestym.

Przyklad. Rozwazamy przestrzen
w = {o = @ | llole = sup fou] < o0, 2 € R}
n

Ta przestrzen nie jest osrodkowa. Rzeczywiscie, dla podzbioru A € N

okreslmy
1 neA,
zaln) = {0 né¢ A

Wtedy |24 — 25|l =1 0 ile A # B. Rozwazmy kule B(zy4,3) dla wszyst-
kich A C N. Te zbiory sa roztaczne i jest ich continuum. Zatem (g nie jest
o$rodkowa.

Twierdzenie 1.17. Kazdg przestrzen unormowang mozna uzupetnic¢ do prze-
strzeni Banacha.

Dowdéd. Niech X, bedzie przestrzenia unormowana. Oznaczmy przez X ro-
dzine klas réwnowaznosci ciggdéw Cauchy’ego elementow z Xy. Dwa ciagi
Cauchy’ego (x,,) oraz (y,) sa Téwnowazne, co zapisujemy (z,) ~ (y,), gdy
|Tn — Ynll — 0. Przestrzen X, utozsamiamy z podzbiorem X nastepujaco

Xo D a9 — [(I’O,ZL'Q,...,LB(),...)]N € X,
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gdzie [(z,)]~ oznacza klase réwnowaznosci ciagu. Wiemy z topologii, ze X
jest przestrzenig metryczna zupetng z metryka

()]~ [(yn)]~) = lim i (0, y) = lim [z — gl
X jest przestrzenia liniowa, bo

(1) (@)~ + (@) = [@n + g~

(2) M(@a)]~ = [(Az.)]~, A € C.

Sprawdzimy, ze definicja dodawania jest prawidtowa, tzn. nie zalezy od wy-
boru reprezentantéw w klasie réwnowaznosci. Niech (z,,) ~ (z,) oraz (y,) ~
(yn)- Wtedy (2 + yn) ~ (27, + y,), bo

1(n +yn) = (2 + Y)llxo < Nl = vnllxo + 2 = llxe — 0.

Analogicznie sprawdzamy (2).
Okreslmy kandydata na norme¢ w X wzorem

I1(zn)]~llx = Tim [l ] x, -

Definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentantéw, bo jesli
(zn) ~ (7,), to

[ lznllxo = 70llxo | < llzn = 2llx) —= 0.

Zatem
hgn Hxn”Xo = 117IlIl ”m;zHXov

o ile granica istnieje. Dla [(x,,)]~ € X mamy

| zallxo = lomllxe | < [0 = 2l x,.

Zatem liczby ||z, x, tworza ciag Cauchy’ego. Czyli granica lim,, ||z, || x, ist-
nieje. Pozostaje sprawdzi¢, ze || ||x jest norma oraz, ze ||[(zo)|~||x = |70l x,-

Warunek tréjkata i jednorodnosé wynikaja z wlasnosci normy || | x,-
Sprawdzamy kiedy ||[(z,)]~|[x = 0. Otrzymujemy, ze lim ||x,|/x, = 0, tzn.
() ~ (0). Sprawdzamy jeszcze zgodnos$¢ z metryka dx( , ). Ale

dx ([(zn)]~s [(yn)l~) = lim [z — ynllx, = [[[(20)]~ = [(gn)]~ ] x-
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1.1 Dodatek

Lemat 1.18 (F. Riesz). Niech Y bedzie domknietq wlasciwg podprzestrzenig
lintowqg unormowanej przestrzeni liniowej X. Dla dowolnej liczby 0 < 6 < 1
istnieje element x w X spelniajgcy ||z|| = 1 oraz

dz,Y)=inf{|lx —y| : ye Y} >0.

Uwaga 1.19. Lemat méwi, ze mozna znalezé element z, dla ktorego iloraz
odlegtoéci od domknietej podprzestrzeni Y przez norme ||z|| jest dowolnie
bliski liczbie 1.

Dowdd. Ustalmy liczbe 0 < 6 < 1. Niech 2o € X \ Y. Oznaczmy
a=d(xo,Y) =1inf{||xo —y| : y€ Y}

Liczba a jest dodatnia, bo jesli a = 0, to istnieje ciag vy, € Y taki, ze
lxo — ynl| — 0. Czyli y, — Zp. Poniewaz Y jest domknieta, to zq € Y,
co daje sprzeczno$¢. Z dodatniosci liczby @ mamy a < a/f. Zatem istnieje
element yy € Y spekliajacy

a < [lzo — yoll <

SIS

Niech
1

x = c(xo — Yo), gdzie c = ———.

[E|

Wtedy ||z|| = 1. Ponadto, dla y € Y mamy

- a

lz = yll = lle(zo — yo) — yll = cllwo — (yo + ¢ 'yl > ca= 7 > 0.
[0 = oll

Zatem d(x,Y) > 6. O

Twierdzenie 1.20. Niech X bedzie unormowang przestrzenig liniowg nie-
skonczonego wymiaru. Wtedy istnieje ciqgg elementow z, w X speiniajgcy
warunki: ||z,|| =1 oraz ||z, — x| > 5 dlan #m.

Dowad. 7 zalozenia istnieje nieskonczony uktad liniowo niezalezny y1, yo, ys3, - - . .

Okreslmy Y,, = lin{y1, v2, - . ., yn}. Podprzestrzenie liniowe Y,, spetniaja
ViCYeC...CY,C....
Stosujac lemat RieszadlaY, ; CY,i6 = % otrzymujemy element z,, € Y,, o

wlasnosci ||z, = 1 oraz d(z,, X,,_1) > 1. Niech n > m. Wtedy z,, € X,, C

5
X,o1. Zatem ||z, — || > d(2y, Xno1) > 3. O
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Whiosek 1.21. W nieskoriczenie wymiarowej liniowej przestrzeni unormo-
wanej X kula jednostkowa B = {x € X : ||z| < 1} nie jest zbiorem zwar-
tym.

Dowéd. Wyrazy ciagu z,, z poprzedniego twierdzenia leza w kuli B, ale ciag
ten nie zawiera podciggu zbieznego. O]

Whniosek 1.22. Zaloimy, Ze przestrzen Banacha X ma nieskonczony wy-
miar. Wtedy baza przestrzeni X jest nieprzeliczalna.

Dowdd. Zatézmy, ze przestrzen X posiada przeliczalnag baze ey, eq, e3,... .
Niech X,, = lin{ey, es, ..., e,}. Zatem

X = U Xna
n=1

bo kazdy element x w X nalezy do pewnej przestrzeni X,. Na podstawie
dowodu poprzedniego twierdzenia istnieja elementy z,, € X, takie, ze ||z, | =

1 oraz d(xy, Xn-1) > 3. Wtedy szereg Y 47"z, jest bezwzglednie zbiezny,

n=1

zatem jest zbiezny (por. Twierdzenie 1.6). Oznaczmy
Yy = Z 47 "x,.
n=1

Element y lezy w X,,, dla pewnej liczby ng, wiec

] 0o
Z 47", =y — Z 47"z, € Xy,
n=ng+1 n=1

Zatem -
Yo = Z 4”0+1_n$n & Xn0°

n=ng+1

W konsekwencji otrzymujemy

N

x d($n0+1, Xno) < ||?Jo - xno-‘rl”

N —

< i 4n0+1—n — 1

n=ng+2

[e's)
Z 4n0+1—nxn

n=ng+2

Otrzymalismy sprzecznoscé. O
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2 Operatory liniowe

Niech X = C", Y = C™ oraz A bedzie macierza wymiaru m X n o wyra-
zach zespolonych. Wtedy A mozemy traktowa¢ jako odwzorowanie z X do
Y poprzez wzor

x Y1
T Yo ) ~
Al =11, gdzie y; = Z ;.
: : j=1
T YUm

Odwzorowanie A spelnia

Alx +12') = Az + A2/ gdzie z, 2’ € X,
A(A\z) = Nz gdzie A € C,z € X.

Definicja 2.1. Operatorem liniowym T z przestrzeni liniowej X w przestrzen
lintowq Y nazywamy odwzorowanie T : X — Y spelniajgce:

T(x+2")=Tx+Ta
T(A\x) = NT'z.

Zalozmy dodatkowo, ze X 1Y sq przestrzeniami unormowanymi. Operator
lintowy T : X — Y nazywamy ograniczonym jesl istnieje stata liczba C' > 0
taka, Ze

[Txlly < Cllzllx,  zeX.

Twierdzenie 2.2. Dla operatora liniowego T : X — Y, pomiedzy przestrze-
niami unormowanymi X 1Y mnastepujgce warunki sq rownowazne.

(a) T jest ciggltym odwzorowaniem w jednym punkcie.
(b) T jest odwzorowaniem cigglym w kazdym punkcie.

(c) T jest operatorem ograniczonym.

Dowdéd. (¢) = (b)
Niech x € X oraz x, — T Wtedy z liniowo$ci mamy

[Ty — Tl| = T (w0 — 2)|| < Cllan — ]| — 0.
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Stad T'x, — Tx w normie przestrzeni Y, czyli T jest ciaglty w punkcie z.
(b) = (a)

To wynikanie jest oczywiste.
(a) = (c)

Pokazemy, ze operator T jest ciagly w 0 wiedzac, ze jest ciagly w jakims
punkcie zy. Niech z,, "~ 0. Wtedy u,, = x,, + xg — T 7 zalozenia mamy

T, +Txg=T(x,+ x0) = Tu, — Txp.

Zatem Tz, - 0="T0.

Zat6zmy nie wprost, ze nie istnieje stala spelniajaca warunek (c). To
oznacza, ze dla dowolnej liczby naturalnej n mozna znalezé element x,, € X
taki, ze

[Tezn| > nllzn]-

W szczegdlnoscei x, # 0. Okredlmy

1 =z,

Up = —= :
V||
Wtedy ||u,|| = 1/y/n. Zatem u,, — 0. Dalej

1 ||Tz,| 1
| Tu,|| = —= > ——n = /n — oo.
v llzall T v/n n
To przeczy ciggtosci operatora T' w punkcie 0. O

Jesli T' jest ograniczonym operatorem liniowym, to dla pewnej statej C' i
dla wszystkich x # 0 mamy

[Tz ||
[z
Zatem T
sup [Tz <c
w20 ||zl
Definicja 2.3. Liczbe
T
7)) = sup 12
a0 ||zl

nazywamy norma operatora ograniczonego T
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Zauwazmy, ze dla x € X mamy

[ 7]]
]

<|Tl, x#0

Czyli | Tx| < [|T|||||| dla € X wlacznie z x = 0. Zatem C = ||T|| jest
najmniejsza liczba nieujemna, dla ktérej nier6wnosé ||Tz|| < Cllz|| jest spet-
niona.

Twierdzenie 2.4.
IT|| = sup [ Tull.

flull<1

Dowdd. Dla x # 0 norma elementu x/||z|| jest réwna 1, to

T
17 = sup 1220 g T() < suwp |Tul.
7o | I—re ||| <1
7, drugiej strony
Tu Tu
sup ||Tu|| = sup ||Tu| < | < su 1 Tu] = ||T|.
lull<1 0<flull<1 o<fuli<t lull wro [[ull

]

Przyktad. Rozwazamy X = C"iY = C™ z normami euklidesowymi. Niech
€1,€,...,6,1 f1, fo,..., fm Oznaczaja standardowe bazy w przestrzeniach X
i Y odpowiednio. Niech 7" bedzie operatorem liniowym z X do Y. Wtedy

r{gee)|-

n n
1T} = >_xiTe;| <3l I1Te]
j=1 j=1

" 12 4 1/2
< (Z |!T€j|!2> (Z Ixj\Q) = cll=],
j=1

1/2
gdzie ¢ = (Z;‘:l HTej||2) ”?  Zatem

" 1/2
1T < (Z |!T6j||2> :
j=1
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Zapiszmy T w postaci macierzowej, tzn.
m
T@j = Z aij fz
i=1
Wtedy

j=14i=1

n n m
2 2
D NTell* =223 lagl”,
i=1
czyli norma ||T’|| jest oszacowana z géry przez pierwiastek z sumy kwadratow
wartosci bezwzglednych wszystkich wyrazéw macierzy zwiazanej z 7.

Uwaga 2.5. Z przyktadu wynika, ze kazdy operator liniowy okreslony na
przestrzeni skonczenie wymiarowej jest ograniczony. Rzeczywiscie obraz ta-
kiego operatora ma skonczony wymiar, wigc mozna go utozsamic¢ z operato-
rem pomiedzy C™ i C™ dla pewnych n i m. Poniewaz normy na tych przestrze-
niach sa rownowazne normie euklidesowej, to operator musi by¢ ograniczony.

Przyktad. Rozwazamy przestrzen C[0, 1] z norma || f{loc = Suppc i |f(2)].
Niech k(z,y) bedzie funkcja ciagta dwu zmiennych 0 < z,y < 1. Okreslamy
odwzorowanie 7" : C'[0,1] — C|0, 1] wzorem

(ThH@) = [ka.p)f)dy,  0<z<L,

Mamy
(A< [ k)l @) dy <1 lle [ ke, m)] dy

1
<Ifllee sup [ k(e 9)] dy
0

<z<

1
Zatem dla ¢ = supg,<; [ |k(z,y)| dy mamy
0

1T flloo = sup [(T'f)(x)] < cllflloe-

0<z<1 |

Ostatecznie

1
1T < sup [ k()] dy.
O<x<10
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Wielkos¢ po prawej stronie jest skoniczona, bo z twierdzenia Weierstrassa
funkcja k(z,y) jest ograniczona.

Zatozmy, ze k(z,y) > 0. Wtedy dla funkcji stale réwnej 1 mamy |1/ = 1
oraz

1
(T1)(@) = [ k(z,y) dy.
0
Zatem ,
|T1|oe = sup /k‘(w,y) dy.
0<x<1 0
Stad wynika, ze
1

1T > sup [ k(zy)dy.
0<x<10

Reasumujac otrzymujemy, ze

1
7] = sup [ k(e.y)dy.
0

<z<

Funkcja k(x,y) nie musi byé ciagla, aby odpowiadajacy jej operator T'
przeksztatcal C[0, 1] w C[0, 1]. Na przyktad operatorowi funkcji pierwotnej

(Th)@) = [ 1) dy

odpowiada funkcja

T
s
£

|

——
-
8 O
AN
e
NN
— 8

Poniewaz k(z,y) > 0, to

1
|T|| = sup /k(x,y) dy = sup =z =1.
0<a<1 0<a<1
Przyktad. Niech X = C%0,1] oraz Y = C|0,1]. W obu przestrzeniach
wprowadzamy norme || ||.. Rozwazamy operator pochodnej T'f = f’. Dla
fo(x) = 2" mamy || fulleo = 1, ale [T fulloo = |[n2™ || = n. Zatem operator
T nie jest ograniczony.
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W przestrzeni X = C1[0, 1] bardziej naturalne bedzie wprowadzenie nor-
my

L= 11f oo + 11 lloc-

Po tej zmianie operator T'f = f’ jest ograniczony, bo

1T flloo = 11 oo < 1 flloo + 1 oo = NI £1I-
Zatem norma operatora 1" nie przekracza liczby 1.

Twierdzenie 2.6. Niech X bedzie gestq podprzestrzeniq liniowqg przestrzeni
unormowanej X. Zatozmy, zZe operator lintowy Ty : Xog — Y, gdzie Y jest
przestrzeniq Banacha, jest ograniczony. Wtedy istnieje rozszerzenie operatora
Ty do operatora T ograniczonego z przestrzeni X w'Y.

Uwaga 2.7. Rozszerzenie T jest jednoznaczne.

Przyktad. Niech X, = L'(R) N L*(R), X = L*(R) oraz Y = L*(R). Okre-
slamy operator

Tf = fv .f € XOv
gdzie

f) = 7 fl@)e ™ da.

W przestrzeniach X 1Y wprowadzamy norme

0 1/2
112 = (/ |f<a:>|2da:) .

Wtedy przestrzen Y jest zupetlna (por. dow6d zupelnodci dla L(0,1)). Pod-
przestrzen Xo = L'(R) N L*(R) jest gesta w X = L*(R). Rzeczywiscie dla
f € L*(R) okreslamy f,(z) = f(x)Ij_pn(z). Wtedy f, € L*([-n,n]) C
L*([-n,n]) C L'(R). Rzeczywicie

00 n n 1/2 / 1/2
J 1h@lde = [17@)]de < </|f<x)|2dw) (/ da:)

—"

n 1/2
< (2n)" ( / |f(:r)|2d:r) .
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Ponadto fn — f w L?(R). Istotnie

1= 113 = [ Va@) = J@)Fdz= [ [f(@)Pdz—o0.
-0 |z|>n

7 réwnosci Plancherela mamy
ITFIE= [ 1FOVEax=2r [ 17(@) do = 2x) 113,

dla f € L' N L% Zatem || T f|l2 = V27| f|l2, dla f € L' N L% Z Twierdzenia
2.6 transformata Fouriera rozszerza si¢ do operatora F : L*(R) — L*(R).
Operator F jest ograniczony i spetnia ||[F(f)|l2 = V27| f||2-

Powracamy do dowodu Twierdzenia 2.6.

Dowéd. Niech z € X. 7 zalozenia istnieje ciag elementéw x,, z X, zbiezny
do z. Badamy ciag Tyx,,.

n,m—00

[ Town = Toxm|| = [To(zn — zm)ll < [ Toll [l2n — 2w 0.

Zatem Tyx, jest ciagiem Cauchy’ego w Y. Ciag Tox, jest wiec zbiezny, np.
do elementu y. Okreslmy operator T" wzorem Tx = y = lim, Tyx,. Trzeba
sprawdzi¢, ze ta definicja jest poprawna, tzn. wynik y nie zalezy od wyboru
ciagu x,, zbieznego do x. Zalbézmy, ze inny ciag x), jest zbiezny do x. Utworzmy
nowy ciag xy, ), re, 5, . ... Ten ciag jest zbiezny do x. Zatem, podobnie jak
dla ciagu x,, ciag wartosci Txy, Tx), Txs, Txh, ... jest zbiezny. Ale podciag
wyrazow o numerach nieparzystych jest zbiezny do y, zatem rowniez podciag
o numerach parzystych, czyli T'z!, tez jest zbiezny do y.

T jest rozszerzeniem operatora Tj, bo jesli xg € Xy to mozemy przyjac
Tn = 9. Wtedy

Tl’o = 117511 T()l’n = T()ZL‘O.

Sprawdzamy liniowo$¢. Niech z, — ¥ oraz x - x', gdzie x,,x, € Xj.
Wtedy @, + @), — x + 2'. Zatem
T(x+2)= liqgn To(z, + ) = 1i7rln(T0xn + Toxl)
= lim Tyx, + li7anT0x;z =Tz +Ta
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T(\x) = liqgnTO()\xn) = Alim To(z,) = \Tx.
Sprawdzamy ograniczonos¢.

[Tl = [[lim To ()| = T [ Toa || < {70l Tim (|| = ITo] [l]]-

Otrzymalismy || T|| < || To|- Ale oczywiscie mamy ||T|| > || Tp|| bo kres gérny
wystepujacy w okresleniu normy oblicza sie po wigkszym zbiorze elementow.
Reasumujac ||T|| = [|T0]|- O

Uwaga 2.8. Stosowanie Twierdzenia 2.6 dla przestrzeni skonczenie wymia-
rowych nie ma sensu, bo taka przestrzen nie posiada wtasciwych gestych
podprzestrzeni liniowych.

Definicja 2.9. Mowimy, ze ograniczony operator lintowy T : X — 'Y pomie-
dzy unormowanymsi przestrzeniamsi lintowyms jest odwracalny, jesli istnieje
ograniczony operator liniowy S :'Y — X spelniajgcy

STr=z, dlazxelX,
TSy=y, dlayeVY.

W szczegolnosci odwzorowanie T musi byc roznowartosciowe 1 obraz przez T
musi byé rowny Y.

Uwaga 2.10. Jedli T jest odwzorowaniem réznowarto$ciowym i "na’”, to
istnieje odwzorowanie odwrotne S. Poniewaz T jest operatorem liniowym,
to rowniez S jest operatorem liniowym. W definicji odwracalnosci dodat-
kowo zgdamy, aby odwzorowanie odwrotne bylo ograniczone (réwnowaznie:

ciagte).

Przyktad. Niech X = C” oraz Y = C™. Rozwazmy operator liniowy 7' :
X — Y. Odwzorowanie T' nie moze by¢ odwracalne, gdy n # m, bo gdy
m < n, to T nie jest réznowartosciowe. Z kolei, gdy m > n, to odwzorowanie
T nie jest "na’”.

Jesli n = m, to z kursu algebry liniowej wiemy, ze T jest réznowarto-
Sciowe wtedy i tylko wtedy, gdy to odwzorowanie jest "na”, co z kolei jest
rownowazne warunkowi det 7" # 0.

Przyklad. Niech X = Y = (!, gdzie ¢! oznacza przestrzen ciggéw z =
()22, bezwzglednie sumowalnych z norma

[eS)
2l = D lzal.
n=1
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RozwaZamy operator
T(Il, T, .. ) = (0,.T1, o, .. )

Wtedy
[Tzl = [l

Zatem ||T|| = 1. Operator T' jest réznowartosciowy, ale nie jest odwracalny,
bo ciag (1,0,0,...) nie nalezy do obrazu operatora T. Rozwazmy operator

S(x1,x9,...) = (x2,23,...).
Mamy . .
1Sl = ZQIW < Zl 2| = [l]s-
Zatem ||S|| < 1. Tym razem op;rator S n;e jest réznowartoéciowy, bo
5(1,0,0,...) =(0,0,...) = 5(0,0,...).
Obraz operatora S jest réwny !, bo
S(0,x1,x9,...) = (21,22, ...).

Fakt 2.11. Zalézmy, ze ograniczony operator liniowy T : X — Y jest odwzo-
rowaniem 1 —1 1 "na”. T jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej
dodatniej liczby ¢ spelniona jest nieréunosé ||Tz|| > c||z||, dla wszystkich x
w X.

Dowdéd. Oznaczmy symbolem S operator odwrotny do T
= . Zatézmy, ze T jest odwracalny. Wtedy S jest ograniczony, zatem

[l = [1ST|] < [1S]] [ T]].

Stad
1

I
< . Zaltézmy, ze dla ¢ > mamy ||Tz|| > c||z|. Wtedy dla y € Y mamy

lyll = ITSyll > c[|Syll

1Tzl > el e

Po przeksztatceniu otrzymujemy

1
1Syl < Z iyl

To oznacza, ze S jest ograniczony. (]



24 Analiza funkcjonalna I

Przyktad. Niech X = c oraz Y = ¢, gdzie ¢ oznacza przestrzen wszystkich
zbieznych ciggéw, natomiast ¢y oznacza przestrzen ciggdéw zbieznych do zera.
W obu przestrzeniach wprowadzamy norme

[2lloe = sup fzal, 2 = (2n)aZs-
n

Dla z € X niech x,, = lim,, x,,. Okreslmy operator T': X — Y wzorem
T(x1, T2, Ty o) = (Tooy T1 — Tooy T2 — Togy« -+ 3 Ty — Togy« - ) -

Latwo stwierdzi¢, ze T jest operatorem liniowym z X do Y. Sprawdzimy
ograniczonosé. Mamy |z.| < |||/« oraz

|20 = Zoo| < |0 + |Too| <200 + [0 = 2[|#]|oo-

Zatem
1T2][00 < 2[7 |00,

czyli | T]] < 2. Okreslmy operator S : Y — X wzorem

S(Yo, y1:Y25 - Yns--) = (W1 + Y0, Y2 + Yo, - -+ Yn + Yos ) -

S jest operatorem liniowym z Y do X oraz
15lloo = sup |y + yo| < 2sup [ya| = 2([y|-
n>1 n>=0

Ponadto STz = x oraz T'Sy = y. Zatem T' jest operatorem odwracalnym.

Definicja 2.12. Dwie unormowane przestrzenie liniowe X 1Y nazywamy
tzomorficznyma, jesli istnieje ograniczony i odwracalny operator liniowy z
X naY.

Uwaga 2.13. Ostatni przyktad pokazuje, ze przestrzenie c i ¢ sa izomorficz-
ne. Mozna udowodnié¢, ze te przestrzenie nie sg izometrycznie izomorficzne,
tzn. nie istnieje operator liniowy 7'z X na Y speliajacy ||T2||cc = ||7]
dla wszystkich z z X.

Dla dwu unormowanych przestrzeni liniowych X i Y symbolem B(X,Y)
bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich ograniczonych operatoréow liniowych z
X wY.DlaT), T, € B(X,Y) okreslamy

(Tl + TQ)iC = Tll' + TQZC,
()\Tl).’L' = )\(Tll'), ,)\ € C.
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Wtedy operatory T7 +T5 oraz AT} sg liniowe. Sprawdzamy ich ograniczonosc.
(T + To)z|| = [[The + Tox|| < [[Tra]| + [[Tox]]
< Tl lzll + 172 =l = AT+ 20D -
Zatem ||T) + To|| < ||T1]| + ||T2||. Dalej
[(ATy)z|| = [[A(Th2) || = A | Thz]l.
W konsekwencji otrzymujemy

AT = sup [|(ATy)x[| = |A] sup [[Tyz]| = AT ]-

ll=lI<1 (B S

Z obliczen wynika, ze B(X,Y') jest unormowana przestrzenia liniowa z norma,
operatorows |7 = supy,<, || Tzl

Przyktad. Niech X = C" oraz Y = C™. Wtedy B(X,Y) mozna utozsamic
z macierzami zespolonymi wymiaru m x n. Czyli przestrzen B(X,Y) jest
izomorficzna z C™".

Twierdzenie 2.14. Jesli Y jest przestrzenig Banacha, a X jest unormowang
przestrzeniqg unormowang, to B(X,Y') jest przestrzenig Banacha.

Dowdd. Trzeba pokazaé zupelnos¢ przestrzeni B(X,Y"). Niech 7T, bedzie cia-
giem Cauchy’ego w B(X,Y), tzn.

n,Mm—00

1T — Tl 0.
Dla z € X mamy
[ Toz — Tl = [|(Tn = Ton)z|| < T = Tl (]

Zatem T,z jest ciggiem Cauchy’ego w Y. Poniewaz Y jest przestrzenig Ba-
nacha, to ciag T,x jest zbiezny. Oznaczmy

Ty = lign T,x.
Wtedy T odwzorowuje X w Y. Odwzorowanie T jest liniowe, bo

T()\ll'l + )\21’2) = hgn Tn(>\1$1 + )\21‘2) = h%n()\lTniL'l + )\QTn.I'Q)
= )\1 1171111 Tnil,'l + )\2 hTILIl Tnl‘g = )\1TI‘1 + )\QTI’Q.
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Pozostaje pokazaé, ze T jest ograniczony oraz, ze |1, — 1| —0. Ustalmy

liczbe € > 0. Z zalozenia istnieje liczba N taka, ze dla n,m > N mamy
| T, — Tm|| < e. Niech n > N. Wtedy

(T = T = [[Thw — Tl| = lim [Tz — Tx]].

7, drugiej strony jesli m > N, to

|Thx — Tnz|| = [[(Th — Tn)zl| < T — Tl |2 < flz]]-
Zatem
(T — Tzl <ellzll, n>N. (2.1)
czyli

dlan > N. W szczegblnosci operator Ty — T jest ograniczony. Poniewaz T' =
Ty — (Ty —1T), to réwniez T jest ograniczony. Ponadto z (2.1) otrzymujemy,
ze T, — T w normie operatorowe;. O

Whniosek 2.15. Jesli Y = C (lub R), to B(X,Y') jest przestrzenig Banacha.

3 Przestrzenie Hilberta

3.1 Podstawowe wlasnosci

Bedziemy rozwazac¢ zespolone przestrzenie liniowe X z iloczynem skalarnym
(z,y). Z kursu algebry liniowej wiemy, ze wyrazenie ||z|| = (x,z)'/? jest nor-
ma. [loczyn skalarny mozna wyrazi¢ poprzez norme wzorem polaryzacyjnym.

13 . .
() = 1 3 e+ iyl
k=0
Spelniona jest nieréwnos¢ Schwarza

[z 9)| < Mzl yll-

Norma pochodzaca od iloczynu skalarnego spetnia réwnosé rownolegtoboku.

lz+yl1* + llz — yl* = 2[|=]* + 2]lyl*.
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Przypomnimy wzor
2+ yll* = ll=[* + [[y]|* + 2Re (z, y).
7 kursu algebry liniowej wiemy, ze

Twierdzenie 3.1 (Jordan, von Neumann). Norma przestrzeni liniowej po-
chodzi od iloczynu skalarnego wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
rownolegtoboku.

Przyktlady.
1) x—c (@) = 3wl
(2) X = ¢ (@) = 3 i
(3) X = L3(0,27) (f.9) = 5 | Fwhg) o

Definicja 3.2. Przestrzen zupeing z iloczynem skalarnym nazywamy prze-
strzeniq Hilberta.

Lemat 3.3 (o najlepszej aproksymacji). Niech M bedzie podprzestrzeniq do-
mknietq przestrzeni Hilberta 'H. Wtedy dla x € H istnieje jedyny element
x9 € M spetniajgcy warunek

I~ o]l = d(z, M) = inf [}z — ]|

Dowdd. Niech d = d(x, M). Wtedy istnieje element v,, € M taki, ze

1
d<||x—vn||<d+ﬁ.

Pokazemy, ze ciag v, jest zbiezny. Korzystajac z réwnosci rownolegtoboku
mamy

v — vm||2 = [[(z —vm) — (z — Un)HQ
= 2|z — vmll* + 2[lz — val* = (& — Vi) + (2 = va)|®

1
= 2|z — vn|* + 2]|2 — va|* — 4ll(z — 5 (Vm + va)|I*

12 12
<2<d+) +2(d+> gm0,
m n
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Zatem v, jest ciagiem Cauchy’ego. Niech vy = lim,, v,,. Wtedy
|2 = wvoll = lim |z — v, || = d.

Ponadto vy € M, bo M jest domknieta podprzestrzenia. Z wczesniejszego
rozumowania wynika, ze element vy jest jedyny. Istotnie, zat6zmy, ze roéwniez
U9 € M spehia ||z — ¥p|| = d. Rozwazmy ciag v, postaci vy, 0y, vo, Vg, - .. Z
obliczen otzrymujemy, ze taki ciag jest zbiezny. Zatem vy = vy. O

Definicja 3.4. Niech M bedzie podzbiorem przestrzeni H. Okreslamy dopet-
nienie ortogonalne M+ wzorem

M*={z€H : (r,y) =0, dla wszystkich y € M}.

Z whasnogci iloczynu skalarnego wynika, ze zbiér M+ jest podprzestrzenia
liniowg. Co wiecej, M+ jest domkniety, bo jesli z,, — z oraz z, € M*, to
dla y € M mamy

(=, 9) = [z, y) = (2n, 9)| = [ = 2, )| < |z = 2] [lyl] - 0.

Zatem (z,y) =0 dlay € M, czyli x € M*.

Twierdzenie 3.5. Niech M bedzie domknietq podprzestrzeniq liniowg w H.
Wtedy kazdy element x w H ma jednoznaczne przedstawienie w postact

T =1x9+ 1, gdzie zy € M, 1 € M*.
Ten. H=M® M.

Dowéd. Mamy MNM=+ = {0}, bojesliz € MNM*, to (z,z) =0, czyliz = 0.
Stad wynika jednoznacznos¢ rozktadu. Rzeczywiscie jesli xg + x1 = xj, + 2,
dla zg,x), € M oraz x,,2, € M*, to element zy — x) = 2} — 21 lezy w
M n M*. Stad zg = 2, i z; = ). Niech € H. Z poprzedniego lematu
istnieje element xy € M taki, ze d = ||x — zo|| = d(z, M). Niech z; = z — .
Wtedy = = ¢ + 7. Pokazemy, ze z; € M*. Niech 0 # y € M. Trzeba
udowodnié, ze (x1,y) = 0. Dla t € C mamy

d* <z — (w0 +ty)|I* = ll(z — 20) — ty*
= llz = zol* + [tP*lylI* — 2Re (@ — o, ty) = d* + [tI*|ly[|* — 2Re (z1,y)
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Podstawmy
_ <x17y>
lyl1?
Wtedy
2 2
d2 < d2+ |<$1’ 4>| || |’2_2|<l‘17y2>| :d2_ |<$1,y2>|
[yl Iyl [y
Zatem (xy,y) = 0. O

Uwaga 3.6. Dla x € 'H element xy nazywamy rzutem ortogonalnym na
podprzestrzen M.

W przestrzeni z iloczynem skalarnym elementy x, y nazywamy ortogonal-
nymi, jesli (z,y) = 0. Stosujemy wtedy zapis x L y. Rodzine elementéw o
normie jeden i parami ortogonalnych nazywamy uktadem ortonormalnym.
Maksymalny, ze wzgledu na zawieranie, uktad ortonormalny nazywamy baza
ortonormalng. 7 kursu algebry liniowej wiemy, ze

Twierdzenie 3.7. Kazda przestrzen liniowa z iloczynem skalarnym posiada
baze ortonormalng.

Uwaga 3.8. Baza ortonormalna nie jest baza przestrzeni liniowej, tzn. nie
jest maksymalnym uktadem elementéw liniowo niezaleznych chyba, ze prze-
strzen ma skonczony wymiar.

Lemat 3.9. Baza ortonormalna w oSrodkowej przestrzeni Hilberta jest prze-
liczalna.

Dowdd. Niech {e;};cr bedzie baza ortonormalna. Wtedy dla i,j € I takich,
ze 1 # j mamy

le: — e5lI* = lleall” + lle;)1* = 2.
Czyli |le; — ej|| = V2. Zatem kule {B(e;, 3) }ier sa parami roztaczne. Z osrod-
kowoséci iloéé tych kul jest przeliczalna. Tzn. zbiér [ jest przeliczalny. ]

Twierdzenie 3.10 (Nieréwnos¢ Bessela). Jesli ey, e, ..., e, jest ukladem
ortonormalnym w przestrzeni X, to dla x € X mamy

n
> e <l
j=1
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Dowdd. Uzyjemy prostego faktu, ze jesli elementy i, xs,...,x, sa parami
ortogonalne, to

s + @2+ oyl = a2+ a2 + .+ a2

Rozwazmy

Wtedy dla 1 < k& < n mamy
(x — sp,ex) = (x,e5) — (Sn, ex) = (x,ex) — (x, ex)(er, er) = 0.

To oznacza, ze v — s, L e1,es,...,e,. Zatem x — s, L s,. Otrzymujemy
zatem

n

n
[2)1* = [l = sull® + llsnll® = lz = sall> + D" [z, e)[* = D [z, )]
i=1 j=1

Lemat 3.11. Jesli (z,y) = («',y) dla wszystkich y € X, to x = .
Dowdd. 7 zalozenia (x—z',y) = 0dlay € X. W szczegblnosei dla y 1= z— 2’

otrzymujemy ||z — 2'||* = 0, czyli z = 2. O

Lemat 3.12.

Izl = sup [z, y)|.
lyll<t

Dowdéd. Mozemy zalozyé, ze x # 0. Z nieréwnosci Schwarza mamy

sup |(z,y)| < [|=||.
llyll<1

Niech yo = z/||z||. Wtedy ||yo|| = 1 oraz (z,yo) = ||z||. Zatem

sup [(z,y)| > [l].
lyll<1

]

Twierdzenie 3.13. Zalozmy, ze przestrzen Hilberta H posiada przeliczalng
baze ortonormalng ey, es, ..., e,,.... Wtedy dla kaidego elementu x € H
mamy
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[e.9]

(i) = (z,en)en.

n=1

(i) z|]? = f: (o, en)?

Dowaéd. Ustalmy liczbe n. Z nieréwnosci Bessela mamy

ZI z,en)|* < Jl[l?,

dla dowolnej liczby N. Przechodzac do granicy N — oo otrzymujemy

)
> s en)? < |z
n=1

Zbadamy zbieznosé szeregu w (i). W tym celu sprawdzimy warunek Cau-

chy’ego dla ciagu sum czesciowych s, = Y (z,e;)e;. Niech n > m. Wtedy
j=1

2

n n

sn = sml* = | > (ze)esl| = > Ka,ep)f?
j=m+1 j=m+1
%)
< D Kzep) === 0.
j=m+1

Zatem szereg jest zbiezny. Oznaczmy

- Y aen)e

Chcemy pokazaé, ze ©' = x. Mamy
(z —a',ex) = (z,ex) — (¢, ex) = (w,ex) — lim(sn, ex)
= (x,ex) — (x, ex)(ex, ) = 0.

Czyli  — 2’ L e, dla kazdego k. Poniewaz {ex} jest maksymalnym ukladem
ortogonalnym, to = — 2’ = 0. To dowodzi (i).
Przechodzac do granicy n — oo we wzorze

N
[2]1* = llo = sall® + 3_ [{z, €a)
n=1

i korzystajac z s, — x otrzymujemy (ii). O
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Uwaga 3.14. Z dowodu twierdzenia wynika, ze warunki (i) i (ii) sa réwno-
wazne dla pojedynczego elementu x.

Whniosek 3.15. Przestrzen Hilberta z przeliczalng bazg ortonormalng jest
osrodkowa.

Dowdd. Kazdy element przestrzeni jest granicg sum czesciowych s,, ktore
sg kombinacjami liniowymi elementéow bazy ortonormalnej. Tzn. skonczone
kombinacje liniowe elementéw bazy ey, e, ... leza gesto w ‘H. Z kolei kaz-
da taka skonczona kombinacja liniowa jest granica kombinacji liniowych ze
wspotezynnikami z przeliczalnego zbioru Q + Q. Ostatecznie kombinacje li-
niowe o wspotczynnikach z Q + iQ lezg gesto w ‘H. Takich kombinacji jest
tylko przeliczalnie wiele. ]

Twierdzenie 3.16 (Réwnos$¢ Parsevala). Dla przestrzeni Hilberta z przeli-
czalng bazqg ortonormalng (e,) mamy

o0

<:L‘, y> = Z<:L‘, en>(y, €n>'

n=1

Dowéd. Niech z,, = Y7, (z, e;)e; oraz y, = 37, (y, e;)e;. Wiemy, ze x,, —
iy, = y. Zatem (por. Zadanie 49)

(,y) = lim(zy, yn) = hTanZ z,e)(
J=1

]

Whniosek 3.17. Niech M bedzie domknietq podprzestrzeniq przestrzeni Hil-
berta H. Zalézmy, ze uktad (e,)Y_,, gdzie N € NU {oo}, jest bazq ortonor-
malng w M. Dla kazdego elementu x w'H jego rzut ortogonalny na M wyraza

sie wzorem
N

Pyz =) (z,e,)en.

n=1

Dowdéd. 7 zatozenia Pyx lezy w M. Zatem z Twierdzenia 3.13 zastosowanego
do M oraz z Twierdzenia 3.5 mamy

N N
Pyx = Z(PMx,en €en Z T, e,)e
n=1 n=1
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Twierdzenie 3.18. KaZda oSrodkowa przestrzen Hilberta nieskonczonego
wymiaru jest izometrycznie izomorficzna z (2.

Dowéd. 7 Lematu 3.9 przestrzen H posiada przeliczalna baze ortonormalna
{en}52,. Rozwazmy odwzorowanie U : H — (* okreslone wzorem

Uz = {(z,en) 1021

U jest odwzorowaniem liniowym. Ponadto z Twierdzenia 3.13(ii) wnosimy,
ze [|[Uz||pe = ||z||, tzn. U jest izometria. W szczegdlnosci U jest réznowar-
tosciowe. Pozostaje sprawdzi¢, ze U jest "na”. Niech {a,}>2; € % Wte-
dy szereg > 7, ane, jest zbiezny w H, bo jego sumy czesciowe spelniaja

warunek Cauchy’ego. Oznaczmy = = Y ape,. Wtedy (z,¢e,) = a,. Czyli

n=1

Tr ={a,}5,. O
Przyktad. Rozwazamy H = L?(0,27). Niech e,(t) = ™, gdzie n € Z.

Wiadomo z kursu szeregéw Fouriera, ze {e,}22 ___ jest baza ortonormalng w
‘H. Ponadto

(Fen) = 5 [ £ dt = Fin).
0

Przyporzadkowanie

~

fr—=Afn)}

jest izometrycznym izomorfizmem z H na £2.

3.2 Proces ortogonalizacji Grama-Schmidta

Niech {u, }_; bedzie uktadem liniowo niezaleznym w przestrzeni H. Naszym
celem jest skonstruowanie uktadu ortonormalnego {v,}_; o whasnosci

LTL = lln {ul"LL27 e ,U/n} - lln {U17’027 e 7/U77/}

oraz (v, u,) > 0 dla wszystkich n.
OkreSlamy vy, = wuy/||u|. Zatézmy, ze elementy vy, vy, ..., v, 1 zosta-
ly juz skonstruowane. Aby okredli¢ v, rozwazamy podprzestrzen L, ; =

lin {uy,ug,...,u,_1}. Niech u/ oznacza rzut ortogonalny elementu w, na
L,_1. Wtedy u,, # u,, bo u, ¢ L,,_1. Okreslamy

Uy — U,
Un

A
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Z konstrukcji otrzymujemy v,, € L, oraz v, L L, ;. Zatem dla m < n mamy
U € Ly, C L,_q oraz v, L L,_1. To oznacza, ze v,, L v, czyli otrzymalidémy
uktad ortonormalny. Dalej

(Up —ub up) (U —ul, u, —ul)

Uy Up) = = = |Ju, —u || > 0.
R T D e B

Uwaga 3.19. Elementy v, mozna okresli¢ bezposrednim wzorem wyznacz-
nikowym, w ktérym wystepuja iloczyny skalarne (u;,u;) (por. Zadanie 65).

Funkcjonaly liniowe

Definicja 3.20. Przestrzen B(H,C) nazywamy przestrzeniq ograniczonych
funkcjonatow lintowych na przestrzeni Hilberta H.

Przyktad. Dla ustalonego elementu y € H okreslamy f(z) = (x,y) dla
xr € 'H. Wtedy

[f @) = [z, 9)] < llyll |-

Ponadto z Lematu 3.12 mamy

Iflf = sup [£(z)] =yl

[l]l<

Twierdzenie 3.21 (Lemat Riesza). Dla kazdego ograniczonego funkcjonatu
liniowego f : H — C istnieje jedyny element y € H spetniajgcy f(x) = (x,y)
dla wszystkich x € H.

Dowdd. Zbior N = {x € H| f(x) = 0} jest domknieta podprzestrzenia li-
niowg w H. Je$li N = H, to mozemy przyja¢ y = 0. Zatézmy, ze N # H.
Zatem z Twierdzenia 3.5 istnieje element y, # 0 taki, ze yo L. N. Ponadto
f(yo) # 0, bo yo ¢ N. Niech y; = yo/f(v0). Wtedy f(y1) = 1 oraz y; L N.

Dla z € H mamy
x = (z— flx)y) + f(@)y. (3.1)

Pierwszy skltadnik rozkladu nalezy do N a drugi do N*. Mnozac skalarnie
obie strony (3.1) przez y; € N+ otrzymamy

(@, 1) = (f(@)yr,m1) = f(@)nl*.

Zatem < >
A\
He) = e
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Mozemy wiec okredli¢ y = y1/||y1]|?. Jedynoéé elementu y wynika z Lematu

3.11. ]

Whiosek 3.22. Przestrzenn B(H,C) mozna utoZsami¢ z H. Przyporzadko-
wanie

H>y+— f, € B(H,C), gdzie f,(z) = (z,v)

jest antyliniowe, tzn.

fy1+y2 = fy1 + fy27
f)xy = /\fy

Definicja 3.23. Formg pottoraliniowqg F' na 'H X H nazywamy odwzorowanie
F:H xH — C spelniajgce

(1) F(Ax + py, z) = AF (2, 2) + pF(y, 2).
(i) F(z,\v + py) = \F(z,2) + TF(z,y).
Mowimy, ze forma F jest ograniczona, jesli dla pewnej statej ¢ mamy
|F(x,y)| <cllzl lyll,  =yeH.

Przyktad. Dla ‘H = C” kazda forma pottoraliniowa ma postaé

F(z,y) = Z a;j T7;.

ij=1
Rzeczywiscie
F(%ZJ) =F (Z Iiez‘,zyjez) = Z F(eiaej)xi@7
i=1 i=1 ij=1
zatem a;; = F(e;,e;). Forma F(x,y) jest ograniczona, bo z nieréwnosci
Schwarza
. . vz, 1/2
[F(z,y)l =| > aij (2:75)| < (Z |%'|2) (Z |in2ij|2>
ij—=1 ij—=1 ij=1

. 1/2
= (Z |az‘j|2) ][ [lyl|-

ij=1
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Przyktad. Niech A : H — H bedzie operatorem ograniczonym. Okreslmy
F(z,y) = (z, Ay). Wtedy F' jest ograniczona forma péttoraliniowa, bo

|F'(z,9)| = (=, Ay)| < [z [ [[Ay[] < [|A] ][ TT]l-

Twierdzenie 3.24. Kazda ograniczona forma pottoraliniowa na 'H ma po-
stac

F(z,y) = (z, Ay)
dla pewnego ograniczonego operatora liniowego A : H — H. Operator A jest
Jedyny.

Dowdéd. Ustalmy y € H i rozwazmy odwzorowanie ¢,

HBxTF(x,y)G(C.

Wtedy ¢, jest funkcjonatem liniowym. Ponadto

oy ()] = [F(z,y)| < cllyll [|=]

Zatem ¢, jest ograniczony oraz ||¢y|| < ¢||y||. Z lematu Riesza istnieje jedyny
wektor Ay taki, ze

F(x,y) = ¢y(z) = (z, Ay).

Pokazemy, ze przyporzadkowanie y — Ay jest liniowe. Mamy
(v, A(yr +y2)) = F(x, 1+ y2) = F(x,91) + F(x,2)
= (z, Ay1) + (2, Aya) = (z, Ay1 + Aya)

Zatem A(y; + y2) = Ay + Ays. Podobnie pokazujemy, ze A(A\y) = AAy.
Pozostaje sprawdzi¢ ograniczonosé operatora A. Mamy

|Ay|l = sup [(z, Ay)| = sup [F(z,y)| < sup (c|z| |lyl]) = <yl

=<1 ll=l[<1 ll=ll<1
Zatem ||A| < ec. O

Whiosek 3.25. Dla ograniczonego operatora liniowego A : H — 'H istnieje
jedyny operator A* : H — H spelniajgcy

(Az,y) = (2, Ay) 2y €M,

Operator A* nazywamy operatorem sprzezonym do operatora A.
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Dowdéd. Funkcja F(z,y) = (Az,y) jest ograniczona forma poltoraliniows.
Zatem istnieje ograniczony operator liniowy A* taki, ze

(Az,y) = F(z,y) = (z, A™y).

Uwaga 3.26. Jesli (Ayz,y) = (Asx,y), to A) = As.

Przyktad. Niech H = C" oraz A : C* — C", bedzie odwzorowaniem linio-
wym zadanym macierza (a;;) gdzie a;; = (Aej, e;). Wtedy
(A"z,y) = (2, Ay) = 3D (€A eq);Ti

i=1j=1

7, drugiej strony mamy

i=1j=1
Poniewaz
*
<A 6]=€i> <6J7Ael>7
to
e

czyli A* = AT, gdzie T oznacza transpozycje macierzy.

4 Przestrzenie sprzezone

Definicja 4.1. Przestrzen B(X,C) (czyli przestrzen ograniczonych funkcjo-
natow liniowych, nazywamy przestrzeniq sprzezong do przestrzent unor-
mowanej X 1 oznaczamy symbolem X*.

Przyktad. Z lematu Riesza mamy H* = H. Istotnie kazdy funkcjonat linio-
wy na H ma postac¢ ¢,(x) = (z,y) dla pewnego elementu y € H. Przypo-
rzadkowanie ‘H >+ ¢, € H* spelnia

Pyi+yz = fyl—i_@ym
Pry — >‘90y-
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Przyktad. Niech X = ¢y oznacza przestrzen ciagéw zbieznych do zera z
norma supremum wartoéci bezwzglednej wyrazéw. Wykazemy, ze X* = (.
Niech A oznacza funkcjonal z X*. Kazdy element x z ¢y zapisujemy w postaci

o0
T = xpen,
n=1

gdzie
T =(21, Ty Ty ), €y = (0,...,0,%,0,...).

Szereg jest zbiezny, bo ogon szeregu dazy do zera w normie przestrzeni cg.

Zatem . . .
=A (Z znen> = Z A(zpe,) = Z xn\(ey)
n=1 n=1 n=1

Oznaczmy A\, = A(e,,). Wtedy

9]
= Z )\nxna
n=1

tzn. kazdy funkcjonal liniowy na ¢y ma postac jak wyzej dla pewnego ciagu
A= {\.}52 . Zalozmy, ze A € (1. Wtedy dla z € ¢g mamy

ZM [|2a] < sup || Z [Anl = AL ]| oo-

n=1

Zatem A € X* oraz ||Al| < ||All:-
Odwrotnie, zatézmy, ze A € X*. Chcemy pokazaé, ze ciag A\, = A(e,)
lezy w ¢1. Dla ustalonej naturalnej liczby N okredlmy ciag

fN = (Sgn ()\1)7 sgn ()\2)7 -+, 580 ()\N)707 07 e ) € Co-

Poniewaz || fx]leo < 1, to

N

Z n| = AN < A1 oo < TTA]-

Przechodzac do granicy z N otrzymujemy
Il =D Pl < AL
n=1

Z wczesniejszego rozumowania wynika rownosé ||A|l = || Al
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Przyktad. Mozna udowodnié, ze dla 1 < p < oo mamy (¢)* = (7, gdzie
q=p/(p—1) oraz (£!)* = £>. Przeprowadzimy szkic dowodu dla 1 < p < oo.
Poniewaz dla x € (P szereg x = > x,e, jest zbiezny w (P, to dla funkcjonatu
A € (¢?)* mamy

A(zx) = 2 Alen)zy.

Zatozmy, ze ciag A\, = A(ey,) lezy w £9. Wtedy z nier6wnosci Holdera mamy

[e.e]

[A(2)] =

)\nxn
1

o0
< Z [ Anl 2]
n=1

00 1/q [e'e) 1/P
< (Z w) (Z \xnwp) — M llall
n=1 n=1

n=

Zatem [|A]] < Al
Odwrotnie, zatézmy, ze A € (¢7)*. Pokazemy, ze A € {9 oraz ||Al|, < [|A]|.
W tym celu rozwazmy ciag

fv = (sgn ()\1)|>\1|q’1, sgn(A2)|)\2|q’1, ...,sgn ()\N)])\N]qfl,o, 0,...) €.
Mamy

A(fy) = A (z e ) |An|q-1en> = S SO A ) = X Al

n=1 n=1
(4.1)
Dalej obliczamy

N N
1wl = 32 a2 =37 e, (4.2)
n=1 n=1

7 ograniczonosci funkcjonatu A mamy

AN < AT -
Na podstawie (4.1) i (4.2) otrzymujemy

N N 1/p
S Al < 1Al (Z w) |
n=1 n=1

Po przeksztatceniu mamy

N 1/q
(Z w) < JIA]l
n=1

Ostatecznie |[All, < [|A]].
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5 Twierdzenia Hahna-Banacha

5.1 Przedtuzanie funkcjonaléw liniowych

Zatozmy, ze Y jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni liniowej X. Na pod-
przestrzeni Y mamy okreslony funkcjonat liniowy A. Naszym celem jest prze-
dtuzenie go do funkcjonatu liniowego A okreslonego na przestrzeni X. Be-
dziemy chcieli zachowaé pewne wtasnosci funkcjonatu A.

Definicja 5.1. Funkcje p : X — R nazywamy wypukla, jesli
plaz + By) < ap(z) + Oply)  dlaz,ye X, a,0>0, a+=1

Przyktad. Jesli X jest unormowana przestrzenia liniowa, to p(x) = ||z|| jest
funkcja wypukta.

Twierdzenie 5.2 (Hahn-Banach). Niech X bedzie rzeczywistq przestrzeniq
liniowg oraz p(x) bedzie funkcjg wypukiq na X. Zalozmy, Ze \ jest rzeczywi-
stym funkcjonatem liniowym okreslonym na podprzestrzeni liniowej Y C X,
spetniajgcym

Ay) <ply), yevY

Wtedy istnieje funkcjonat liniowy A okreslony na X i spetniajgcy

Ay) = Ay), yey,
Alz) < plz), xzelX.
Dowdd. Zatézmy, ze Y C X. Wybierzmy zo € X\ Y. Wtedy xy # 0. Okreslmy

przestrzen
Xo =lin{zg, Y} ={azo+y : yeY, a e R}

Kazdy element z Xy ma jednoznaczny zapis w postaci axg+y. Rzeczywiscie,
jesli axg +y = o’xg + 9/, to

(a—a)py=9y —yeY.
Poniewaz xo ¢ Y, to a = o' i wtedy y =¥/, B
Niech A oznacza rozszerzenie funkcjonatu A na X,. Funkcjonal \ jest

wyznaczony przez liczbe A(z), bo

Mazg +y) = aX(wo) + Aly) = aA(wo) + Ay).
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Chcemy dobraé¢ wartosé A(w) tak, aby spetiony byl warunck

Mazg +vy) < plaxy + 1), a€R, yeVY.

Czyli chcemy, aby

aX(xg) + My) < plazg +y).

Dla o« = 0 warunek jest spetniony z zatozenia. Rozwazmy « # 0. Dla o > 0
musi zachodzié¢

Azo) < —[plazo +y) — A(y)].

Q|+

7 kolei dla o« = —(3, 3 > 0 musi by¢ spelniony warunek

Aao) > ;wy) ~ ply — Bay).

Obie nier6wnosci muszg by¢ spetnione dla wszystkich y € Y oraz wszystkich
dodatnich liczb « i § zatem liczba A(zo) musi spelniaé¢ warunek

Sup sup ;ww —p(y = Bxo)] < Alwo) < inf inf i[p((mo +y) = AW
(5.1)

Liczba X(xo) da sie¢ znalez¢é tylko wtedy, gdy liczba po lewej stronie (5.1) jest
nie wigksza niz liczba po prawej stronie. W tym celu wystarczy udowodnic,
ze dla dowolnych liczb «, 8 > 0 oraz dowolnych y, 4" € Y mamy

;[A(y) — p(y — Bay)] <

Mnozac obie strony przez a3, odpowiednio przeksztatcajac, i wreszcie dzielac
obie strony przez « + ( otrzymamy réwnowazng postac¢ pozadanej nieréwno-
Sci:

[p(azo +4') = M)

Q| m

a B e / B
/\<a+ﬁy + a+5y> < a+ﬁp(y —6xo)+mp(axo+y)- (5.2)

Niech y; = ¢ — Bxg oraz y, = axg + y. Wtedy

ay+ﬁy=ay’+ﬁy
a+87" 04+ﬂ2 a+p a+p37
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Zatem

a B B
A<&+5y+ +5> A( +ﬁy1+ ﬁyz)

« 1] o B
(St g < S + it
«

= @+ﬁp(y,_ﬁx0)+

e ),

co konczy dowdd pozadanej nieréwnosci (5.2).

Uwaga 5.3. Jedli skrajne liczby w nieréwnosci (5.1) sa réwne, to rozsze-
rzenie A jest jednoznaczne. W przeciwnym wypadku rozszerzenie nie jest
jednoznaczne.

Niech £ oznacza rodzing wszystkich rozszerzen ()\ X) funkcjonatu (A, Y)
spetiajacych warunek A(z) < p(z), = € X, gdzie X jest podprzestrzenig
X zawierajaca Y. Rodzina takich rozszerzen jest czesciowo uporzadkowana:

(A1, X1) < (Mg, X5)

jesli X € X, oraz Ay(z) = M () dla = € X;. Pokazemy, ze kazdy taficuch w
& (czyli rodzina liniowo uporzadkowana) jest ograniczony. Niech ()\l,X )iel
bedzie tanicuchem. Okreslmy X = U;c; X;. Wtedy X jest przestrzenia linio-
wa. Okreslamy funkcjonal A na X nastepujaco:

Mz) = N(z),  jesliz € X;.

Definicja jest poprawna, bo Jesh z € X;N X], to X; C X lub X C X, W
kazdym przypadku Xi(x) = \j(x). Nietrudno sprawdzié, ze X jest funkcjona-
tem linjowym na X. Ponadto

A(z) = Ni(z) < p(o), dla z € X;.

Z konstrukeji rozszerzenie (5\ X ) jest wieksze niz (5\2, X, ;) dla wszystkich i € 1.
Zatem z lematu Kuratowskiego-Zorna rodzina £ zawiera element maksymal-

y (A, X). Jesli X C X, to z pierwszej czesci dowodu mozna ‘Tozszerzy¢ A
ON Jeden wymiar, co przeczytoby maksymalnosci rozszerzenia ()\, X ) Zatem

X =X. [l
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Definicja 5.4. Mowimy, Ze funkcja p : X — R jest absolutnie wypukta
jesli

plaz + By) < |alp(z) + [6lp(y)
dla o, B € C, |a|+ 16| =1, z,y € X.

Uwaga 5.5. Warunek dotyczy przestrzeni linowych nad C i jest mocniejszy
od wypuklosci. Norma p(x) = ||z|| jest absolutnie wypukia.

Twierdzenie 5.6 (Hahn-Banach). Niech \ bedzie funkcjonalem liniowym
na podprzestrzeni Y zespolonej przestrzeni lintowej X. Zalozmy, Ze X spelnia

ANyl <ply), yeY

dla pewnej absolutnie wypuklej funkcyip : X — Ry. Wiedy istnieje funkcjonal
lintowy A : X — C spetniajgcy

Aly) = My), yey,
IA(x)] < p(z), ze€X.

Dowdd. Niech £(y) = ReA(y). Wtedy £(y) jest rzeczywistym funkcjonatem
liniowym na Y. Ponadto

l(y) =ReA(y) < [l(y)| <ply), yeY.

Zatem z poprzedniego twierdzenia istnieje funkcjonal rzeczywisty £ okreslony
na X i spelniajacy

Ly) = Uy), yey,
L(z) < plz), zelX.

Zauwazmy, ze
((iy) = ReA(iy) = Re[iA(y)] = —Im A(y).

Zatem
A(y) =Re A(y) +ilm A(y) = €(y) — il(iy). (5.3)

Okreslmy
A(x) = L(z) —iL(ix), =z € X. (5.4)
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Wtedy A jest funkcjonatem liniowym nad R okreslonym na X, bo L jest
takim funkcjonatem. Dalej

A(iz) = L(iz) — iL(—x) = L(iz) + iL(z) = i[L(z) — iL(iz)] = iA(z).

Zatem A jest funkcjonatem liniowym nad C. Ze wzoréw (5.3) i (5.4) i z faktu,
ze L jest rozszerzeniem ¢ wynika, ze

Zapiszmy

Wtedy
A@)] = e A(z) = Ae™"w) = L(e™"z) < p(e™"z) = p(a).

Ostatnia réwnos¢ wynika z absolutnej wypuktosci funkcji p. Wystarczy przy-
jac¢ B = 0. O

Whniosek 5.7. Zalozmy, ze Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni unor-
mowanej X, oraz A jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na Y. Witedy
istnieje ograniczony funkcjonal liniowy A okreslony na X 1 spetniajgcy

Aly) = My), vey,

[Allxs = [[Ally-
Dowdd. Okredlmy p(x) = ||A|ly+||z||. Wtedy p(z) jest funkcja absolutnie wy-
pukta na X. Ponadto
AW <Ay llyll = p(y), y e

Z poprzedniego twierdzenia istnieje funkcjonal liniowy A : X — C spelnia-
jacy

Aly) = My), vyey,
A(z)] < plx) = ||\l

Y * LUH

Zatem ||A|x+ < [[Ally=. Ale ||[Allx+ = ||Al|y+, bo A jest rozszerzeniem funk-
cjonatu . O
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Uwaga 5.8. Jesli M jest domknigta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H
i ¢ jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na M, to varphi ma postaé

@(y):<yav>7 y e M,
dla pewnego wektora v € M. Wtedy rozszerzenie ¢ na X ma postac
P(x) = (z,0).

W tym wypadku jest to jedyne rozszerzenie nie podwyzszajace normy funk-
cjonahu.

Whniosek 5.9. Niech xg bedzie niezerowym elementem przestrzeni unormo-
wanej X. Wtedy istnieje funkcjonal A € X* taki, Ze

Alzo) = flzoll,  [A]

Dowéd. Rozwazmy prosta, czyli podprzestrzen jednowymiarowa, ¥ = C x.
Okreslmy funkcjonat A\ : Y — C wzorem

AMaxg) = af|xo||-

Zatem |\ axg)| = ||axo||. To oznacza, ze ||\||y+~ = 1. Z poprzedniego wniosku
istnieje funkcjonat A : X — C spemiajacy ||A||x+ = [|A]|y+ = 1 oraz A(zg) =
Azo) = |[ol| O

Whniosek 5.10. Niech X bedzie przestrzeniqg unormowang. Wtedy dla v € X
mamy

2]l = sup{le(@)] = ¢ € X7, [lelx- <1}

Uwaga 5.11. Wniosek jest uogoélnieniem wtasnosci przestrzeni z iloczynem
skalarnym:

]l = sup{[{z, y)| = [yl <1},

Dowdd. Dla ||| x+ < 1 mamy

lo(@)] < llellx- =]l < =]

Stad

sup{le(z)| : ¢ € X7, [lollx- <1} < ||

Dla = € X istnieje funkcjonal ¢q taki, ze ||¢o]
Zatem

x+ = 1 oraz po(z) = ||z||.

sup{[p(z)] + o € X7, [lellx- <1} > wolx) = |l=]].
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Wnhniosek 5.12. Niech Y bedzie podprzestrzeniq liniowg przestrzeni unormo-
wanej X oraz xg € X \ Y. Istnieje funkcjonal A € X* spelniajacy

Aly =0, A(xg) =d,

gdzie d = d(xo,Y) = inf{||ly — xo|| : v € Y}, oraz ||A]

v <1,
Uwaga 5.13. Dla Y = {0} otrzymujemy Wniosek 5.9

Dowéd. Niech Xy = lin{zg,Y} = {azg —y : a € C, y € Y}. Okredlmy
funkcjonal X\ : Xg — C wzorem

Mazg —y) = ad.
Sprawdzamy ograniczono$¢ funkcjonatu .

[Alazo — )| ol d d

sup —————— == sup — ——— = sup —————— < L.
a0y [lazo =y a0y a0 =yl azoy [0 — a~tyl|
Zatem ||||x: < 1. Z twierdzenia Hahna-Banacha istnieje funkcjonat A € X*

taki, ze ||A|

x+ < 1 oraz

Aly) = My)=0, yey,

5.2 Granica Banacha

Rozwazmy podprzestrzen ¢ C ¢*°, gdzie ztozona z ciggéw zbieznych. W pod-
przestrzeni ¢ okreslamy funkcjonal

Az) = lim 2, x € c.
Ten funkcjonal jest niezmienniczy na przesuniecia, tzn.
Az) = A(s(x)), gdzie s(z), = Tpi1.

Mamy
(A(@)] < sup [[za] = [|z|o.



Twierdzenia Hahna-Banacha 47

Zatem ||A]|.» = 1. Chcemy znalezé rozszerzenie A funkcjonatu A na ¢ tak,
aby funkcjonal A byl tez niezmienniczy na przesuniecia. Niech Y oznacza
podprzestrzen ciggdéw ograniczonych y takich, ze granica

i Bit+y2+...+un
im

n n
istnieje. Wiemy, ze ¢ C Y. W przestrzeni Y okreslamy funkcjonat A wzorem

Yi+Y+...+Un

A(y) = lim ., YyEeyY.
n n
Mamy
Y1+Y+ ...+ R [
M) < sup Dt Ol g Bl Rl R )

7. twierdzenia Hahna-Banacha istnieje funkcjonat A : ¢* — C taki, ze
|Al|(gey» = 1 oraz A(x) = lim, x,, dla & € ¢, bo ¢ C Y oraz A(z) = lim, x,
jesli z € c. Pozostaje wykazaé, ze A(x) = A(s(x)). W tym celu zauwazmy, ze
dla dowolnego ciagu x € ¢ ciag y = = — s(x) lezy w Y oraz A(z — s(z)) = 0.
Rzeczywiscie

1 1
g(yl +y2++yn) = 5(271 —.Tn+1) 7 0.

A(z) = A(s(x)) + Az — s(x)) = A(s(x)) + Az — s(2)) = As(x)).
5.3 Przestrzen sprzezona do C|a, b)

Twierdzenie 5.14 (F. Riesz). Kazdy ograniczony funkcjonal liniowy ¢ na
Cla,b] (lub Cgla,b]) ma postaé

o)) = [ flw) du(z)

dla pewnej funkcji w(zx) o wahaniu ograniczonym na |a, b].
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Dowdd. Rozwazmy funkcjonal ¢ € Cla,b]*. Symbolem Bla,b] oznaczamy
przestrzen wszystkich ograniczonych funkeji okreslonych na przedziale [a, b]
z normy || fllec = sup |f(z)|. Wtedy Cla,b] C Bla,b|. Istnieje rozszerzenie

a<lx<b

¢ funkcjonalu ¢ na przestrzen Bla,b] takie, ze |2
funkcje

c+. Okredlmy

0 T=a
w(z) =
{QS(X[a,x]) a<x<b.
Zbadamy wahanie funkcji w(xz). W tym celu dzielimy przedzial punktami
a=x9< 11 <...<x, =0 Wtedy

Z x] ZL‘] 1)|_|g23 Xlzo,x1] |+Z|¢ X (- 1:1:]

Oznaczmy g1 = X[zoe1)» 95 = X(zj_12,] da j > 2, oraz niech a; = sgn P(g;).
Wtedy

Z () — w(zj_)| = Z (g,)] = Z 0;(g;)

< [|19]

B* —

=9 (Z ajgj) < |2 5- Zajgj
j=1 j=1

[e.9]

Zatem
Var [a,b] (w) <

Podzielmy przedzial [a,b] punktami x; = a + (b — a)k/n. Dla funkcji
f € Cla, b] okreslamy ciag funkcji

fo(@) =" f(5)x1,, Iy = [xo, 21, I = (zj-1, 25, j > 2.
j=1
Wiadomo, ze f, :; f, tzn. f, — f w normie przestrzeni Bla,b]. W zwiazku
2 tym @(f,) — BF) = o(f). Ale

b

B(F2) = D ) P(0x) = 3 FCa)lwlay) — w(eya] — [ o) duiz).
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Zatem

Ponadto

208 = |3 1oyl = iy < 3 1) le,) = il

< 1 flloo Z [w(z;) — w(r;1] < Var gy (w) || flle
=1

Zatem

(NI = 12(f)] = lim [@(f,)| < Var a5 (w) || flo-
o+ < Var ) (w), czyli

llelles = Var gy (w).

]

Uwaga 5.15. Rézne funkcje w moga wyznaczy¢ ten sam funkcjonal na
C'la, b] nawet jak przyjmiemy w(a) = 0. Na przykltad dla 0 < o < 1 niech

0, 0<z<3
we(r) =, z=13
1, %<$<1

Wtedy
flx) dwa(z) = £ (3).

o —__

Kazda funkcja o wahaniu ograniczonym posiada granice jednostronne w
kazdym punkcie, bo jest kombinacjg liniows czterech funkcji rosnacych. Dla
funkcji w o wahaniu ograniczonym okreslamy

w(a), r=a
lim w(t), a<z<b.

t—x—
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Wtedy w jest lewostronnie ciggta wewnatrz przedziatu oraz nadal ma wahanie
ograniczone (bo jesli w jest rosnaca, to W tez jest rosnaca). Ponadto

| sw1aa) = [ ste)dote),

Co wiecej jesli wy 1 ws sa ré6znymi funkcjami o wahaniu ograniczonym, lewo-
stronnie ciagtymi na (a,b) oraz wq(a) = wy(a), to funkcjonaly wyznaczone
przez te funkcje sa rézne, tzn. dla pewnej funkeji f € Cla, b] mamy

/bf(ﬂf) dwi () # /bf(l") dws ().

5.4 Wersja geometryczna

Definicja 5.16. Podzbior V- C X nazywamy wypukliym jesli dla z,y € V
oraz 0 < t < 1 mamy tx + (1 — t)y € V. To oznacza, ze zbior V zawiera
elementy x 1y wraz z catym odcinkiem lgczgcym x z .

Przyktad. V ={z € X : ||z| <r}.

Przyklad. Niech ¢ bedzie rzeczywistym funkcjonatem liniowym na prze-
strzeni unormowanej X. Wtedy zbior

Vo={ze X : o(x)>a}
jest wypukty dla a € R.

Zatozmy, ze zbior wypukly V' C X jest otwarty i zawiera punkt 0. Zatem
dla pewnej liczby ¢ > 0 mamy B.(0) C V. Zatem dla dowolnego elementu
x € X istnieje liczba t > 0 taka, ze t 'x € V. Rzeczywiscie wystarczy, aby
It71z|| < e, czyli t > e71||x]|.

Definicja 5.17. Dla otwartego, wypuktego zbioru V, zawierajgcego 0, okre-
slamy funkcjonat Minkowskiego wzorem

pv(r) =inf{t >0 :t 'z cV}

Przyktad. Niech V = {x € X : ||z| < r}. Dla dowolnego elementu =z € X
mamy ¢~ 'z € V wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ > 7~ !{|z||. Zatem py (x) = r~{|z]|.
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Przyklad. Na plaszczyZnie X = R? z normg euklidesowg rozwazmy elipse
V={(z,y) : 2* +4y* < 1}.
Elementy u = (2,0) i w = (0,2) maja te sama norme, ale
py(u) =2#4 =py(w).

Lemat 5.18.

(a) pv(0) =0.

(b) pv(sz) = spy(z) dla s > 0.

(c) pv(z +y) <pv(z)+pv(y).

() {zeX :pylr)<1}cVc{reX : py(x) <1}
(e) Jesli W C 'V, to pw(x) = py(x).

Dowad.
(a) Mamy t7'0 =0 € V dla t > 0. Zatem py(0) = 0.
(b) Warunek ¢!z € V jest réwnowazny z warunkiem (st)~(sx) € V dla

s > 0. Stad py(sz) = spy(x).
(c) Zatézmy, ze t~'z € V oraz s~'y € V. Wtedy z wypuklosci zbioru V'
mamy

1 _t 1 S 1
(5+07 (@ +y) = — () + (s ) eV

Zatem py(x + y) < s+ t. Biorac kres dolny wzgledem s i ¢ spelniajacych
t~tx € V oraz s~y € V otrzymamy

pv(z+y) <pv(z)+pv(y).

(d) Niech py (z) < 1. Zatem istnieje liczba 0 < t < 1 spelniajacat 'z € V.
Wtedy z wypuktosci V' i z warunku 0 € V' wynika, ze

z=t{t"'2)+ (1—-t)0eV.

To dowodzi pierwszego zawierania w (d). Zalézmy, ze x € V. Wtedy 1712z € V,
czyli py(z) < 1. Stad otrzymujemy druga czesé (d). ]

Uwaga 5.19. Z lematu wynika, ze funkcja py (x) jest wypukta.



52 Analiza funkcjonalna I

Definicja 5.20. Mowimy, ze dwa zbiory A i B w przestrzeni unormowanej X
mozna rozdzielié hiperplaszczyznag jesli istniejg ograniczony funkcjonat
lintowy ¢ : X — R oraz liczba o € R takie, zZe
o) < « dlazeA,

> «, dlaye B.

Jesli obie nieréwnosci sq ostre, to mowimy, ze zbiory A i B sq $ciSle roz-
dzielone.

Uwaga 5.21. Niech X bedzie przestrzenia wymiaru n nad R. Dla niezero-
wego funkcjonatu liniowego ¢ na X zbior

Xo={ze€X : p(x)=0}

jest (n — 1)-wymiarowa podprzestrzenia w X. Jesli ey, e, ..., e, jest baza w
X oraz a; = ¢(ej), to ¢ ma postaé

p(x) = (Zn; Jﬁjej) = ixjw(ej) = iajxj,

Wtedy
Xo = {(xj)?:l D a1x; +asxe + ...+ apr, = ()}

jest hiperprzestrzenia natomiast hiperptaszczyzna X, = {x € X : ¢(x) =
a} ma postaé X, = Xo+z,, gdzie 2, jest ustalonym wektorem spetniajacym

o(4) = .

Twierdzenie 5.22. Niech A 1 B bedg wypuklymi i roztgeznymi podzbiorami
unormowanej przestrzent lintowej X. Wtedy

(a) Jesli A jest otwarty, to zbiory A i B mozna rozdzieli¢ hiperplaszczyzng.

(b) Jesli A i B sq otwarte, to mozna je rozdzieli¢ $cisle.

(c) Jesli A jest zwarty a B jest domkniety, to mozna je rozdzieli¢ Scisle.
Dowad.

(a) Niech A— B ={a—b: a€ A be B}, tzn. A— B jest réznica
kompleksowa zbiorow A i B. Wtedy 0 ¢ A — B, bo A i B sg roztaczne.
Wybierzmy —xg € A — B i okre$lmy

C:$0+(A—B).



Twierdzenia Hahna-Banacha 53

Z konstrukeji mamy 0 € C oraz xg ¢ C. Zbiér C' jest wypukly jako przesu-
niecie réznicy kompleksowej zbiorow wypuktych. Zbiér C'v jest otwarty, bo
jesli x € zg+ (A — B), to x = g+ a — b dla pewnych a € A oraz b € B. Z
otwartosci zbioru A mamy a € B:(a) C A dla pewnej liczby £ > 0. Zatem
BE(I‘) :BE(J'O—FCL—Z)) :l'o—FBE(a)—bCQ?o—i‘A—B:C.
Uwaga 5.23. Dowdd otwartosci mozna przeprowadzi¢ nie korzystajac z nor-

my. Zapisujemy

C=xz0+A—B=J[(zg—b)+ A4

beB

i zauwazamy, ze kazdy sktadnik sumy mnogosciowej jest zbiorem otwartym.

Niech Xy = Rxg, tzn. X jest prosta przechodzaca przez 0 oraz x,. Okresl-
my funkcjonat ¢ na Xy wzorem

((Azo) = A, AER.

W szcezegdlnosei z Lematu 5.18(d) wynika €(xg) = 1 < pe(xo), bo z9 ¢ C.
Zatem dla A > 0 mamy

U(Azg) = X < Apc(zo) = po(Axo).
Z kolei dla A < 0 otrzymujemy
U(Axg) = X < pe(Azg).
Reasumujac udowodnilismy, ze
lz) < pe(z), dlaze X,.

Funkcja pc spelnia zalozenia twierdzenia Hahna-Banacha. Zatem istnieje
funkcjonat £ : X — R taki, ze

L(xg) = l(xg) =1

L(z) < pe(z) dlazeX.
Pokazemy, ze L rozdziela A i B. Niech x € C. Wtedy z Lematu 5.18(d) mamy

L) < polr) < 1.

Czyli L(zo+a—0) <1 dladowolnycha € Aibe€ B. Zatem L(a) < L(b) dla
a € Aibe B. Biorac kres gorny wzgledem a a potem kres dolny wzgledem
b otrzymamy

sup L(a) < sup L(b).
acA beB
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Uwaga 5.24. Jesli tu mamy ostra nieréwnoscé, to A i B sa $cisle rozdzielone.

Istnieje zatem liczba a speliajaca

sup L(a) < a < sup L(b).
acA beB

Pozostaje uzasadni¢ ciagtos¢ funkcjonatu £. Poniewaz zbiér C' jest otwar-
ty oraz 0 € C, to B.(0) C C dla pewnej liczby £ > 0. Wtedy z przyktadu po
Definicji 5.17 mamy

L(z) < pe(@) < pp.o)(r) ==
Czyli L(z) < e Yz||. Zatem
—L(z) = L(=z) <7 —zf = "|=].

Ostatecznie |£(z)] < e |z]|.
(b) Zatézmy, ze A i B sa otwarte. Z pierwszej czesci dowodu istnieje
niezerowy ograniczony funkcjonat £ oraz liczba « taka, ze

L(a) <a<L(b), a€A, beB.

Zbiory L(A) i L(B) sa wypukte i otwarte w R (por. Zadanie 94). Zbiory te sa
zatem otwartymi przedziatami w R, przy czym L(A) lezy na lewo od L(B).
Zatem

La) <a<L(b), ac A beB.

(c) Zakladamy, ze A jest zwarty a B domkniety. Dla dowolnego elementu
a € A istnieje kula otwarta K, o $rodku w 0 taka, ze kula a + 2K, jest
roztaczna z B. Zbiory a + K, dla a € A pokrywaja zbior A. Ze zwartosci
mamy

AC (a1 + Ky) U(ag+ Kgy) U ..U (an + Ka,)-

Okre$lmy
U=K,NK,N...NK,,. (5.5)

Wtedy U jest otwarta kula o srodku w zerze. Zauwazmy, ze

(A+U)NnB=0. (5.6)
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Istotnie z (5.5) mamy

A+UCllag+ Kq)U(aa+ Kp)U. ..U (a,+ K,,)] + U
=(ay+ K, +U)U(ag+ Koy +U)U ... U (a, + K,, +U)
C (a1 +2K,) U (as+2K,,) U. ..U (a, + 2K,,).

W ostatniej sumie kazdy sktadnik sumy mnogosciowej jest roztaczny z B. To
dowodzi (5.6). Zatem

1 1

Ale zbiory A+ 31U i B+ 3U sy otwarte i wypukle, wicc z czesci (b) mozna
je $cidle rozdzieli¢. Tym bardziej mozna $cidle rozdzieli¢ A i B. ]

5.5 Wersja niezmiennicza

Definicja 5.25. Niech X bedzie przestrzenig liniowq. Rodzine G operatorow
lintowych okreslonych na X nazywamy potgrupqg przemienng jesli G za-

wiera odwzorowanie identycznosciowe I oraz z warunku A, B € G wynika
AB =BA€g.

Twierdzenie 5.26. Niech p(z) bedzie funkcjg wypuktq okreslong na rzeczy-
wistej przestrzeni liniowej X, przy czym p(0) = 0. Zaldzmy, Ze X jest funkcjo-
natem lintowym okreslonym na podprzestrzeni lintowe] Y C X, spelniajgcym
warunek A(y) < p(y) dla y € Y. Niech G bedzie pélgrupg przemienng opera-
torow lintowych na X spetniajgcqg warunki:

(i) Dla A € G mamy A(Y') C Y, tzn. podprzestrzen Y jest niezmiennicza
pod dziataniem operatorow potgrupy.

(11) p(Ax) < p(x), dla v € X oraz A € G.

(11i)) MAy) = Ny) dlay € Y oraz A € G, tzn. funkcjonal \ jest niezmien-
niczy na dziatanie operatorow z G.

Wtedy istnieje funkcjonal A okreslony na X taki, Ze
(a) A(y) = Ay) dlay € Y.
(b) A(z) < p(x) dla z € X.
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(¢) AN(Ax) = A(x) dla v € X oraz A € G.
Dowéd. Wiemy, ze dla o; > 0, >0 a; = 1 mamy
plarxy + ...+ apey,) < aqp(zr) + ...+ app(xy,).

Nieréwnos¢ pozostaje prawdziwa, jesli a; > 0, > ; o < 1. Rzeczywiscie

plarey + ...+ apey) = plagzy + ..o+ ape, + (1 =30, «;)0)
S ap(zr) + ...+ anp(x,) + (1= 3, a;)p(0)
=ap(x1) + ... + app(zy).

7 niezmienniczosci i liniowosci funkcjonatu A otrzymujemy

n

)‘(y):/\<zaif4iy>a yeY, A €G, a; >0, ) a;=1
=

=1

Zatem
AMy) <p (EH:O%AW> , yeY, A eg, o >0, zn:oéi =1
i=1 i=1
W rezultacie
Ay) < inf{p (En:oziAiy> :neN, A4,€G, a; >0, i%‘ = 1}.
i=1 i=1
Dla z € X okreslmy
q(z) = inf {p (iaiAix> neN, A, €g, o; >0, Xn:ai = 1} . (5.7)
i=1 i=1

Wtedy A(y) < ¢(y) dla y € Y. Zauwazmy, ze q(x) < p(x). Istotnie, dla
n =1, Ay = I oraz oy = 1 otrzymujemy p (> ", o;A;x) = p(z). Pokazemy,
ze funkcja q(z) jest wypukla. Niech z,y € X oraz o, > 0, a+ 5 = 1.
Wybierzmy liczby nieujemne o, as, . .., oy, 81, Bo, . . ., By takie, ze Y70 o =
>.i_1B; = 1 oraz operatory Ay, As,..., Ay, B, By, ..., B, z polgrupy G.
Wtedy rozwazamy mn liczb «;3; i tylez operatoréw A;B; € G. Mamy

m n

> b =1

i=1j=1



Twierdzenia Hahna-Banacha o7
Korzystajac z wypuktosci i wlasnosci (ii) funkcji p otrzymujemy

qlaz + By) < (Z > ifjAiBj(ax + ﬁy))

p(OzZﬂJ (ZazAx>+ﬁzal <jz::15]B ))
(Zﬁ (ZW))W@% (S8 ))

<ad B (BjiaiAix) +ﬁia1p<Az§:ﬁ]B )
=1 ; -

J Jj=1

<a anﬂj (Z&zA x) +0 i%p(i:ﬁjf’)jy)
j=1 J=1
=ap (i CYiAifE> + ﬁp<§:ﬁj3ﬂ/>~
i=1 Jj=1

Obliczajac kres dolny wzgledem wszystkich wyboréw wspoétczynnikow a;, f3;
oraz operatorow A;, B; € G otrzymujemy

q(ax + By) < aq(x) + Bq(y),

zatem ¢ jest funkcjg wypukla na X. Z twierdzenia Hahna-Banacha istnieje
funkcjonal A : X — R spelniajacy

Aly) = Ay) dlay €Y,

A(#) < g(z) <pl) dlaze X,

Pozostaje udowodni¢, ze A(Az) = A(x) dla x € X oraz A € G. Przyjmujac
n>2 a==oraz A; = A dla A € G (patrz (5.7)) otrzymujemy

1 &~ iy 1 1.,
q(x — Ax) <p<ni§:114 (x—Ax)) p(nx—i-nA (—x))
< pla) + ~p(A"(~) < - [ple) + p(~2)].
n n n
Poniewaz n jest dowolng liczba naturalna, to ¢(z — Axz) < 0. Stad wynika,
ze ANz — Ax) < q(x — Ax) <0, czyli

Az) < A(Az), ze€ X, Aeg.
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Podstawiajac z := —z otrzymamy nieréwnos¢ przeciwna, czyli A(Ax) =
A(z). O

Nastepny wynik jest efektownym zastosowaniem Twierdzenia 5.26.

Twierdzenie 5.27. Istnieje funkcja rzeczywista p okreslona dla wszystkich
ograniczonych podzbiorow prostej spetniajgca:

(i) n(A) > 0.
(ii) Jesli ANB =0, to u(AU B) = u(A) + u(B).
(117) pw(x+ A) = p(A) dla x € R, tzn. p jest niezmiennicza na przesuniecia.

(iv) Jesli A jest podzbiorem mierzalnym w sensie Lebesque’a, to pu(A) = | 4],
gdzie |A| oznacza miare Lebesgue’a zbioru A.

Dowadd. Niech X bedzie przestrzenia wszystkich ograniczonych funkcji f :
R — R o nos$niku ograniczonym, czyli

{r eR: f(x) # 0} C[a,b]

dla pewnych liczb a,b € R. Niech Y oznacza zbiér funkcji w X mierzalnych
w sensie Lebesgue’a. Okreslmy funkcje p: X — R

P(f)zinf{/g(x)dm cg ey, |f(x)] < g(z), xeR}.

Wartos¢ p(f) jest zawsze skorficzona. Istotnie, niech |f(z)| < m oraz f(z) =0
dla z ¢ [a,b], to przyjmujac g(x) = m 1y otrzymamy |f(x)| < g(x) oraz
p(f) <m(b—a).

Funkcja p jest wypukta. Rzeczywiscie, niech fi, fo € X oraz o, > 0.
Wybierzmy dowolne funkcje mierzalne g;, g» spelniajace |fi(x)| < ¢1(x)
oraz |fao(x)| < ga(x). Wtedy

lafi(z) + Bfa(2)] < alfi(z)] + B]f2(z)| < agi(z) + Bga(z).
Zatem

plafi+8f2) < [lagi(@) + Bg(a)] dz = a [ () dw+ 3 [ go(a) do

R
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Obliczajac kres dolny wzgledem g; i go otrzymamy
plafi + Bf2) < ap(fi) + Bp(f2).

Dla f € X oraz t € R okre$lamy operator przesuniecia A; wzorem

(Aef)(x) = flz+1).
Operatory A; tworzg potgrupe przemienng, bo
AtAs - At+s - AsAt7 AO - _[

Ponadto p(Acf) < p(f). Rzeczywiscie, jesli |f(z)| < g(x)dla fe X igeY,
to [(Auf)(z)| < (Ayg)(z) oraz Ayg € Y. Zatem

p(Atf)\/Atg dx—/ga;+t da;_/g

Biorac kres dolny wzgledem funkcji g otrzymujemy
p(Acf) < p(f).

Uwaga 5.28. Prawdziwa jest réwnos$¢ p(A,f) = p(f). Istotnie
p(f) = p(A A f) < p(Af) < p(f)-

Okreslmy funkcjonat A : Y — R wzorem

:/f(x)dx

Ten funkcjonal jest niezmienniczy pod dziataniem A;, bo

:/f(x—i—t)dx:/f(l‘)dx:)‘(f)-

Zatem z Twierdzenia 5.26 istnieje funkcjonal A : X — R spelniajacy

A(Atf) = )
Af) = /f(a:)dx, dla f €Y,

ACS) < p(f). (5-8)
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Pokazemy, ze funkcjonatl A jest nieujemny, tzn. jesli f > 0, to A(f) > 0.
Zatozmy, ze 0 < f(z) < moraz f(x) =0 dla = ¢ [a,b]. Wtedy

0 < mlgy(z) — flx) <mlygy(x). (5.9)
Na podstawie (5.8) i (5.9) mamy

A (m Ly — f) <p (m 1y — f) < /ml[mb]@) dx =m(b—a).
R

Zatem

A (m 1[a7b}) —A(f) <m(b—a).
Poniewaz A (m 1[a7b]) =m(b—a), to A(f) > 0.
Dla A C R okreslamy
n(A) =A(1a).
Mamy u(A) > 0, bo funkcjonal A jest nieujemny. Jesli AN B =0, to
M(A U B) =A (]-AUB) =A (]-A + 13) =A (1A) + A(].B) = /L(A) + /L(B)

Ponadto jesli A jest mierzalny w sensie Lebesgue’a, to
p(A) = A (La) = A (La) = [ La(@)dz = |A].
R

]

Uwaga 5.29. Niech SO(3) oznacza grupe obrotéw w przestrzeni R3. Mia-
ra Lebesgue’a w R? jest niezmiennicza na dziatanie grupy SO(3). Jednak
miara ta mierzy tylko zbiory mierzalne. Rozwazmy zagadnienie: czy istnie-
je skonczenie addytywna funkcja p okreslona na wszystkich ograniczonych
podzbiorach w R? taka, ze

w(U(A)) = u(A), UeSO(3), AcCR.

Zagadnienie jest zwiazane z tzw. paradoksem Banacha-Tarskiego. Okazuje
sig, ze kule jednostkowa B = {z € R? : ||z| < 1} mozna przedstawi¢ w
postaci sumy roztacznej pieciu podzbioréw

B=BUB,UB3UB4U B;
oraz istnieja dwie macierze Uy, U, takie, ze
Ui(B1)UBy =B, Uy(B3)UBy=B.

W zwiazku z tym funkcja p o opisanych wtasnosciach nie moze istniec.
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6 Twierdzenie Baire’a 1 zastosowania

6.1 Twierdzenie Baire’a

Definicja 6.1. Zbior S w przestrzeni metrycznej X nazywamy nigdziege-
stym, jesli domknigcie S ma puste wnetrze. Tzn. dla dowolnej otwartej kuli
B w X mamy B\ S # 0.

Przykltady. Skonczony podzbiér na prostej jest nigdziegesty. Przeliczalny
zbiér Z C R jest nigdziegesty. Jednakze przeliczalny podzbiér moze by¢ gesty,
np. zbiér liczb wymiernych jest gesty w R. Zbior Cantora C' C [0, 1] jest
nigdziegesty, chociaz jest nieprzeliczalny.

Definicja 6.2. S nazywamy zbiorem I kategorii jesli S jest przeliczalng
sumq zbiorow nigdziegestych w X.

Przyklad. Q jest zbiorem I kategorii, bo Q = | J{q¢}-

geR

Uwaga 6.3. Przeliczalna suma zbiorow I kategorii jest znowu zbiorem I
kategorii.

Twierdzenie 6.4 (Baire). Przestrzen metryczna zupetna nie jest zbiorem I
kategorii.

Dowdod. Zatézmy, ze X jest zbiorem I kategorii. Niech

X = Ana

P

gdzie A,, sg zbiorami nigdziegestymi. Poniewaz A; nie jest gesty, to mozna
znalez¢ x; ¢ A;. Zatem istnieje otwarta kula B; o srodku w z; taka, ze

T € By C X\ A
Mozemy zatozy¢, ze promien kuli B, nie przekracza 271. Zbiér A, jest nig-
dziegesty, zatem mozna znalezé element o taki, ze o € By \ As. Istnieje

zatem kula o $rodku w x, i promieniu co najwyzej 272 speliajaca warunek

xQGFQCBl\E.
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Dalej postepujemy podobnie. Tzn. Eli B, _11x,_1s3juz wybrane, to istnieje
element xz,, taki, ze x, € B,_1 \ A,. Istnieje wtedy kula o srodku w x,, i
promieniu co najwyzej 27" taka, ze

Tn EEC Bn_l\Ain.

Otrzymamy w ten sposob ciag x,,, ktory spetnia warunek Cauchy’ego. Istotnie
jesli n,m > N, to x,,z,, € By, bo kule tworzg ciag zstepujacy. Zatem

2

d(zp, ) < oN

Z zupetnosci przestrzeni X ciag z,, jest zbiezny. Niech x = limz,,. Dlan > N
n
mamy z, € Byyi. Stad

T = h?£nx" € Byy1 C By,

dla kazdej wartosci N. Ale By N Ay = 0. Tzn. = ¢ Ay dla kazdej wartosci
N. Czyli

o
T ¢ U AN =X .
N=1
co prowadzi do sprzecznosci. O

Uwaga 6.5. Jesli S nie jest zbiorem [ kategorii w X oraz S = UpZ; Ay, to
dla pewnej wartosci n zbior A, zawiera kule.

Przyktad. Zbiér R\ Q nie jest zbiorem I kategorii w R. Istotnie, gdyby R\ Q
byt zbiorem I kategorii to rowniez R = (R\ Q) UQ bytby zbiorem I kategorii,
co przeczytoby twierdzeniu Baire’a.

6.2 Twierdzenie Banacha-Steinhausa

Twierdzenie 6.6. Niech X 1Y bedq przestrzeniami unormowanymi. Niech

F oznacza pewng rodzine ograniczonych operatorow lintowych z X w'Y. Wte-

dy zbidr liczb {||T|| : T € F} jest ograniczony lub zbior {x € X : supper ||Tz| <
oo} jest I kategorii w X.

Uwaga 6.7. Jesli zbior {||T|| : T € F} jest ograniczony, czyli istnieje liczba
c¢>0taka, ze [|[T|| < cdlaT € F, to

[T < ITHll=ll <ellzl, zeX, TeF.



Twierdzenie Baire’a i zastosowania 63

Zatem
{r e X : sup||Tx| < 0} = X.
TeF

Dowadd. Zatozmy, ze

A={zx e X : sup||Tz| < oo}
TeF

nie jest I kategorii. Wprowadzamy zbiory

A, ={re X :sup||Tz| < n}.
TeF

Wtedy
A= [j A,
n=1
Zbiory A, sa domkniete, bo jesli xp € A, oraz xp — x, to
|Tal| = Y | Ty | < .
Zatem z uwagi 6.5 dla pewnej wartosci n zbior A, zawiera kule
A, D B={xeX : |z — x| <1}
Niech ||z|| < r. Wtedy zo,z 4+ z9 € B C A,,. Zatem
[T|| = 1T (x + wo) — Tol| < [|T(x + 2o) || + | Tzol| <7471 = 2n.

Dla z # 0 element y = r||z|| "'z spehia ||y = r, zatem

1 2n
[Tz]| = =z Tyl < — =],
r r

czyli
2
Il < 7n TerF.
O

Whniosek 6.8. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Przy oznaczeniach z
poprzedniego twierdzenia otrzymujemy: jesli dla dowolnego elementu v € X
2bior liczb {||Tx|| : T € F} jest ograniczony, to rowniez zbior {||T|| : T €
F} jest ograniczony. Tzn. z punktowej ograniczonosci rodziny operatoréw wy-
nika jednostajna ograniczonosc tej rodziny.
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Dowod. 7 zalozenia

X ={re X :sup|Tx| < co}.
TeF

7 twierdzenia Baire’a X nie jest zbiorem I kategorii, bo X jest przestrzenia
Banacha. Z poprzedniego twierdzenia otrzymujemy zatem, ze {||T|| : T € F}
jest ograniczony. O

Przez kontrapozycje Wniosku dostajemy

Whiosek 6.9. Przy oznaczeniach z Wn. 6.8, jesli zbior {||T|| : T € F} nie
jest ograniczony, to dla pewnego elementu x € X zbior {||Tz|| : T € F} nie
jest ograniczony.

Przyktad. Udowodnimy istnienie funkcji ciggltej o okresie 2w, dla ktorej
szereg Fouriera nie jest zbiezny w punkcie 0. Niech

X = Cpal=m 7] ={f € Cl=m,a] : f(=m) = f(m)}.

Dla funkcji f € X okredlamy wspoétczynniki Fouriera ¢,
1 7 .
Cpn = — / flz)e"™dx, n €Z.
2m A

Sumy czedciowe szeregu Fouriera majg postaé

™

sl = 3 e = = [ fla 0Dty ar

k=—n g
gdzie funkcja D, (t), zwana jadrem Dirichleta ma postaé

sin(n + )t
D, (t) = Tf
2

Przy dodatkowych zatozeniach, np. f € C} [—m, 7] mozna udowodni¢, ze

sumy s,(f) sa jednostajnie zbiezne do funkeji f. Ogélnie ciag s, (f)(zo) nie
musi by¢ zbiezny. Rozwazmy xy = 0 i funkcjonalty ¢, okreslone na X przez

™

oulf) = 5ulPO) = o [ FODA0) e = [ F0) dgu(r),

—T
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gdzie
1 x
=— D .
gulw) = 5= [ Dult) dt

Funkcja g, ma wahanie ograniczone, bo

™

1
Var( r(90) = 5= [ IDalt)] .
(.7 (9n) o . | Dn(t))]
Na podstawie rozdziatu 5.3 wiemy, ze norma funkcjonatu ¢,, na C[—m, 7] jest
réwna Vari_, »(gn). Nietrudno pokazaé, ze norma ¢, na Cpe[—7, 7] jest taka
sama, czyli tez jest rowna Var_ -(gn). Z kursu szeregéw Fouriera wiemy, ze
liczby

™

Lo=5- [ D
~ [ ipaola

-7

daza do nieskonczonosci. Mozna wykazaé, ze
L, ~clnn+d.

To oznacza, ze normy funkcjonatéw ||, || nie sa wspélnie ograniczone. Zatem
z Wn. 6.9 istnieje funkcja f € Cpe[—m, 7] taka, ze ciag v,(f) = s.(f)(0)
nie jest ograniczony. W szczegélnosci ciag s,(f)(0) nie moze byé¢ zbiezny.
Co wiecej z Twierdzenia Banacha-Steinhausa wynika, ze zbiér funkcji, dla
ktorych ciag s,(f)(0) jest ograniczony jest zbiorem I kategorii w Cpe,[—7r, 7].

Twierdzenie 6.10. Zaléimy, Ze funkcja B(z,y) jest zespolong formaq dwuli-
niowq (lub péttoraliniowq) na iloczynie X XY, gdzie X i'Y sq przestrzeniami
Banacha, tzn. B : X xY — C. Jesl dla kazdego ustalonego elementu x € X
funkcjonal y — B(x,y) jest ciggly na'Y oraz dla kazdego ustalonego elemen-
tuy €Y funkcjonal x — B(x,y) jest ciggly na X, to istnieje stata ¢ > 0
spetniajgca

B,y)| <cllzllyl, s€X, yev.

W szczegdlnosci odwzorowanie (x,y) — B(z,y) jest ciggle na X XY (wzgle-
dem normy np. ||(z,y)[| = (=] + [ly]|)-

Uwaga 6.11. Jesli B jest forma pottoraliniows, to rozwazamy funkcjonaty

y — B(z,y).
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Dowéd. Ustalmy x € X irozwazmy funkcjonal ¢, (y) = B(z,y). W przypad-
ku, gdy B(z,y) jest forma dwuliniowa, funkcjonal ¢, jest liniowy. Z zatozenia
wiemy, ze ¢, jest ciagly. Zatem istnieje stata ¢, > 0 taka, ze |0, (v)| < cz||yll,
czyli

|B(z,y)| < cllyll, yeY. (6.1)

Podobnie, dla kazdego elementu y € Y istnieje stata d, > 0 taka, ze
|B(z, )| < dyllzl], ze€X. (6.2)

Rozwazamy rodzine funkcjonatéw F = {¢, : ||z| < 1} okreslonych na
przestrzeni Y. Sprawdzamy, czy wartosci ¢,(y) dla ||z]| < 1 sa wspdlnie
ograniczone dla kazdego ustalonego elementu y € Y. Na podstawie (6.2)
mamy

0a(y)] = [B(, y)| < dyllz]| < dy.

Zatem z Wn. 6.8 normy funkcjonatéw ||¢,|
||z|| < 1. To oznacza, ze

y+ sa wspolnie ograniczone dla

c= sup |pzlly+ < oc.
=<1
Ale
¢ = sup |pslly= = sup sup |p.(y)| = sup sup |B(z,y)|.
llzl<1 =<1 llyll<1 lzl<1llyll<1

Zatem dla z,y # 0 mamy

X )
Bl w)| = !l Iyl \B ( )| < cllall Iyl
Tl T

Z ostatniej nierownosci wynika ciagtos¢. Rzeczywiscie, dla z,, — x oraz y,, —
Yy mamy

B(zn,yn) — Bz, y) = B(xn — x,yn — y) + B(x,yn — y) + B(z, — 2, ).

Zatem

’B(xmyn) - B(xay>’ < |B(xn — T, Yn _y)‘ + ’B(xayn _y)‘ + ‘B(xn - x>y)‘
< dlen — 2| {lyn —yll +cllz [lyn —yll + cllzn — 2| [yl — 0

[]
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Twierdzenie 6.12 (Hellinger-Toeplitz). Zalézmy, Ze dwa operatory liniowe
A, B : H — 'H okreslone na przestrzeni Hilberta H spetniajg warunek

(Az,y) = (z,By) =,y € H.
Wtedy A © B sq¢ ograniczone oraz B = A*.

Uwaga 6.13. Jesli (Az,y) = (z, Ay) dla z,y € H, to A jest ograniczony
oraz A* = A.

Dowadd. Okreslmy forme pottoraliniowg C' na H x H

C(z,y) = (Az,y).

Mamy wtedy

Clz,y)l = [(Az, )| < [|Az] [lyll,
Clz,y)l = [(Az,y)| = [z, By)| <[ Byl| ||=]].

Zatem oba odwzorowania X > x — C(z,y) oraz Y 3 y — C(z,y) sa ciagle.
7 Twierdzenia 6.10 istnieje stata ¢ > 0 taka, ze

1Cz, y)| < cllz [yl
Wtedy z Lematu 3.12 mamy

|All = sup [[Az|| = sup sup |[(Az,y)| = sup sup |C(z,y)|<c.

[lz]l<1 llzlI<1 [lyll<1 =<1 flyll<1

Podobnie ||B]| < c. O

6.3 Twierdzenia Banacha

Twierdzenie 6.14 (o odwzorowaniu otwartym). Ciggle odwzorowanie linio-
we T z przestrzeni Banacha X na przestrzen Banacha Y jest otwarte, tzn.
obraz T(U) dla kaZdego otwartego podzbioru U w X jest otwartym podzbiorem
wY.

Dowadd. Najpierw pokazemy, ze obraz otwartej kuli jednostkowej o Srodku w
0 w X zawiera kule otwartg o $rodku w 0 w Y. Niech

By={reX: |zl <2
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Mamy
X = [j kB;.
k=1
Zatem . .
Y =T(X)= kulT(kBl) = kul kT (By).

Z twierdzenia Baire’a przynajmniej jeden ze zbioréw kT'(B;) nie jest nigdzie-
gesty. Zatem T'(Bj) nie jest nigdziegesty. To oznacza, ze domkniecie zbioru
T(B;) zawiera pewna kule, czyli

T(B1)D>{yeY : |ly—wl <n},

dla pewnego elementu yy € Y oraz liczby n > 0.

{veY llyl<nt={yveY : lly—wl <n} -y CT(B)—T(B)
=T(B1) —T(By) =T(B1 — B1) = T(2B1) = T(By).

Skorzystaliémy z prostej wlasnoéci, ze A — B C A — B. Dzielac stronami
przez 2" otrzymamy

{yey <L} T, (6.3)

Naszym celem jest wykazanie, ze

{y €Y : |lyll < ;7} C T(By). (6.4)

Niech |ly|| < /2. Zatem z (6.3) dla n = 1 mamy y € T(By). Istnieje wigc
element x; € By taki, ze

n
ly =T < 22

Znowu z (6.3) dla n = 2 wnioskujemy, ze y — Tz; € T(B3). Istnieje wiec
element x4 € By taki, ze

Ui
ly = T = el < o,
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tzn. y — Txy — Txe € T(B3), na podstawie (6.3) dla n = 3. Postepujac tak
dalej otrzymamy cigg elementéw x,, o wlasnoéciach x,, € B,, oraz

Ul
on+1 '

Zatem .
Yy = Z Tz,.
n=1

Skoro z, € B, to ||z,|| < 27". Z zupelnosci przestrzeni X szereg Yo% | z,
jest zbiezny. Oznaczmy

9]
n=1

Wtedy
Tr = Z Tzr, =1y
n=1
Ponadto
oo o0 1
Jzf| <D [lenll <D o =1.
n=1 n=1 2

Czyli z € By. W ten sposéb dowdd (6.4) zostal zakonczony.
Niech U bedzie otwartym podzbiorem w X oraz yo € T'(U). Wtedy yo =
T'xq dla pewnego elementu zy € U. Z otwartosci U mamy

{reX  |lz—x <r}cCcU
dla pewnej liczby r > 0. Zatem
ro+rBy={r e X : ||z -z <r} CU.

Wtedy
Yo + rT(Bo) = T(xo +rBy) C T(U).

Z (6.4) wynika zatem, ze

T
M =g+ {y s Iyl <3} < o+ r7(Bo) € T).

ey ly—wl <5

To oznacza, ze yo lezy w T'(U) wraz z pewng otoczeniem, czyli T'(U) jest
otwartym podzbiorem w Y. ]
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Twierdzenie 6.15 (o odwzorowaniu odwrotnym). Niech T' bedzie cigglym,
roznowartosciowym odwzorowaniem lintowym z przestrzeni Banacha X na
przestrzer, Banacha Y. Wtedy odwzorowanie odwrotne T=! 1Y — X jest
ciggte. Ponadto istnieje stata ¢ > 0, dla ktorej

[Tx]| > cflz]], = eX.

Dowdd. 7 poprzedniego twierdzenia T jest odwzorowaniem otwartym. To
oznacza, ze odwzorowanie 77! jest ciggte. Zatem T~ jest ograniczonym od-
wzorowaniem liniowym. Wtedy

ol = 17 Tl < |7 |T ]

Stad
1

WWH,
czyli ¢ = || T 7. O

I T]| >

Whniosek 6.16. Zalozmy, ze T jest cigglym, roznowartosciowym odwzoro-
waniem lintowym z przestrzeni Banacha X na domknietq podprzestrzen prze-
strzeni Banacha Y. Wtedy istnieje stata ¢ > 0, dla ktorej

[Tz)| > cll«]l, =e€X.

Dowdd. Niech Yy = T(X). Wtedy Yj jest przestrzenia Banacha, jako do-
mknieta podprzestrzen przestrzeni Y. Mozemy zatem zastosowa¢ poprzednie
twierdzenie do T : X — Y. O

Uwaga 6.17. Jesli odwzorowanie liniowe T : X — Y spelnia ||Tz| > c||z|
dla x € X i pewnej stalej ¢ > 0, to odwzorowanie T' jest roznowartosciowe
oraz T(X) jest domknieta podprzestrzenig w Y.

Definicja 6.18. Dla odwzorowaniaT : X — Y podzbior ' C X XY okreslony
wzorem
'={(z,Tz) : x € X}

nazywamy wykresem.

Lemat 6.19. Zaloimy, ze X 1Y sq lintowymi przestrzeniami unormowany-
mi. Jesli T jest cigglym odwzorowaniem z X w'Y, to zbior I' jest domknietym
podzbiorem w X x Y.
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Dowdd. Zatézmy, ze (x,,, Tx,) — (x,y). Wtedy
[en = all -0, || T2, =yl - 0.

Ale z ciagtosci mamy T'x,, — Tz, zatem Tx =y, co oznacza, ze (x,y) € T.
O]

Lemat 6.20. Jesli X 1Y sq przestrzeniami Banacha, to réwniez X XY jest
przestrzeniq Banacha z normg

1z, y)llxxy = llzllx + lylly

Dowdd. Teza lematu wynika natychmiast z ciggu nieréwnosci

maX(Hxn - meXa Hyn - ymHY) < Hxn - xm”X + Hyn - ymHY

- ||(mn — Tm, Yn — ym)”XxY = ||(xn7yn) - (mm;ym)HXxY-

]

Twierdzenie 6.21 (o wykresie domknigtym). Niech T' bedzie odwzorowa-
niem liniowym z przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha'Y. Jesli wykres
I' odwzorowania T jest domknietq podprzestrzenig w X XY, to odwzorowanie
T jest ciggle.

Dowadd. 7 zatozenia domknietosci wykresu wynika, ze I' jest przestrzeniag
Banacha. Rozwazmy odwzorowania 7, : [' — X oraz m : I' — Y zadane
wzorami

m(z, Tx) = z, mo(z, Tx) = Tx.

Oba odwzorowania sa liniowe i ograniczone z norma nie przekraczajaca 1.
Ponadto 7 jest réznowartosciowym odwzorowaniem z I' na X. Zatem z
twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym odwzorowanie ;' jest ograniczo-
ne. Zauwazmy, ze

T =myom L

Zatem odwzorowanie 1" jest ograniczone jako ztozenie dwu operatorow ogra-
niczonych. ]
Przyklad. Niech macierz A = (a;;)$5_, spehnia

oo
 ayl* < oo, i=1,2,...,
j=1
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tzn. wiersze macierzy A sg sumowalne z kwadratem. Rozwazamy X =Y =
02. Okreslamy operator T na ¢?> wzorem

=2 aja(j), w= (@) €
=1
7 zalozenia mamy

> 1
Zm <3 (0P + 2G)P) < o,

j=1

czyli wielko$¢ (T'x)(i) jest dobrze okreslona dla dowolnej wartosci i.

Zatozmy, ze T odwzorowuje /2 w siebie, tzn. dla x z ¢? ciag T'x réwniez lezy
w /2. Okazuje sie, ze wtedy T jest automatycznie operatorem ograniczonym.
Rzeczywiscie, sprawdzimy, ze wykres operatora T' jest domkniety. Postuzymy
sie lematem.

Lemat 6.22. Niech T' bedzie odwzorowaniem liniowym z przestrzeni unor-
mowanej X w przestrzen unormowang Y. Jesli z warunkow x, — 0 oraz
n

Tx, —Y wynika, ze y = 0, to wykres odwzorowania T jest domkniety.

Dowdd. Niech x, — & oraz Tx, — Z. Trzeba pokazaé, ze z = Tx. Mamy
Tp =T — 0. Ponadto T'(z, —x) = Tz, — Tz —z- Tx. 7 zatozenia z — Tx =
0. O

Niech @, — 0 oraz Tz, — y w (2. Mamy

|(Tx,)(3)] =

. 1/2
Z%l‘n < (Zlaiﬂ?) [z — 0.

=1

To oznacza, ze (Tx,)(1) — 0 dla i € N. Dalej mamy

1/2
(20 =001 < (£ 706 -vP) =170l -0

Skoro [(Tx,,) (i) — y(i)| — 0 oraz (Tz,)(7) — 0, to y(i) = 0dlai € N, czyli
y=0.
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7 Twierdzenie Stone’a-Weilerstrassa

Dla funkeji f € Cg|0, 1] istnieja wielomiany p,(z) o wspdtczynnikach rzeczy-
wistych takie, ze
pul(z) = f(z), 0<z<1,

tzn.
Na przyktad mozna przyjac, ze p, sa wielomianami Bernsteina.
~ (7 k\ k n—k
pole) = Bulli0) = 30 ()£ () 20—
k=0 n

Wielomiany P tworzg algebre, tzn. z warunku p.g € P wynika, ze pg €
P. Niech K bedzie zwarta przestrzenia topologiczng Hausdorfta, np. zwarta
przestrzenig metryczng.

Definicja 7.1. Podbior A C Cgr(K) (lub C(K)) nazywamy podalgebra,
jesli z warunku f,g € A wynika, ze f+ g, fg orazc f lezg w A, gdzie c € R
(lub c € C).

Uwaga 7.2. Zauwazmy, ze || fg]lco < || floo]|9]|c0, tzn. norma jest podmulty-
plikatywna.

Przyktlady.
1. Wielomiany P w C[0,1] (lub w Cla, b]).
2. A= {f € Cl0.1] : f(})=0}.

Lemat 7.3. Jesli A C Cr(K) jest podalgebrq, to A (czyli jednostajne granice
ciggow z A) tez jest podalgebrg.

Dowéd. Niech f,g € A. Zatem istnieja ciagi f,, gn € A takie, ze || f,— f||oo —
0 oraz ||gn — 9l — 0. Mamy

[ fagn = Falloo = 1(fo = £)(gn — 9) + F(gn — 9) + 9(fu = )l
< ||fn - fHoo”gn - g”oo + ||f||oo||gn - g”oo + ||g||oo||fn - f”oo

Zatem || frgn — [9lco — 0, co oznacza, ze fg € A. Podobnie pokazujemy, ze
f+g, cf e AdlaceR. O
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Definicja 7.4. Mdéwimy, Ze podalgebra A C Cr(K) (lub C(K)) rozdziela
punkty jesli dla dowolnych punktow z1,xo € K istnieje funkcja f € A taka,
ze f(x1) # f(x2).

Definicja 7.5. Mowimy, ze podalgebra A C Cr(K) (lub C(K)) nie znika w
K jesli dla dowolnego punktu x € K istnieje funkcja f € A taka, ze f(x) # 0.

Przyktad. Podalgebra wielomianéw P C Cfa,b] nie znika, bo 1 € P. Po-
dalgebra P rozdziela punkty, bo funkcja x jest réznowartosciowa.

Lemat 7.6. Niech A C Cgr(K) bedzie podalgebrg rozdzielajacq punkty i nie-
znikajgeq w K. Wtedy dla dowolnych punktow x1,xo € K oraz liczb ay,as € R
mozna znaleZé funkcje f € A spelniajgcq

flx1) = a1,  f(x2) = aa.

Dowdd. Istnieja funkcje hy i hy oraz funkcja g w A takie, ze

hi(z1) #0,  ha(x2) #0, g(x1) # g(z2).

Okreslmy funkcje

u(z) = g(@)hi(z) — g(z2)hi(z),
v(z) = g(x)he(x) — g(z1)he(z
Wtedy u,v € A oraz
u(xy) # 0, u(wz) =0,
v(xy) =0, v(xg) #0

Zauwazmy, ze funkcja

u(ry) v(ry)

f(@) =a

spetnia teze lematu. O]

Twierdzenie 7.7 (Stone-Weierstrass). Niech A C Cgr(K) bedzie podalgebrg
rozdzielajgcq punkty i nieznikajgcqg w K. Wtedy A lezy gesto w Cr(K), tzn.
dla dowolnej cigglej funkcji f w Cr(K) mozna znaleZé cigg f, w A taki, Ze
fo= f w K. Innymi stowy A = Cr(K).
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Twierdzenie 7.7 wynika z trzech kolejnych lematéw, w ktérych przyjmu-
jemy zatozenia Tw. 7.7 .

Lemat 7.8. Jesli f € A, to réwniez |f| € A.

Dowdd. Mozemy zatozy¢, ze f # 0. Rozwazmy
1
flloc™

Wtedy |g(z)| < 1 dla z € K. Wiemy, ze g € A. Wystarczy pokazaé, ze
lg| € A. Z twierdzenia Weierstrassa istnieje ciag wielomiandéw p,(y) taki, ze

Pn(y) = lyl, —-1<y<1.

g:

Wtedy

Rzeczywiscie

sup |pa(g()) = 9()l| < sup |paly) = lyl| — 0.
K lyl<1

Ale z Lematu 7.3 mamy p,(g(x)) € A. Zatem |g(z)| € A. O

Uwaga 7.9. Ciag wielomianéw przyblizajacy |r| mozna wskazaé¢ jawnym
wzorem. Na przyktad, korzystajac z rozwinigcia w szereg Taylora mamy

lz| = (1 + (2° — 1/2—1—1—2()1:—1
—1- i 2n1_1<2:>;(1—x2)”. (7.1)

n=1

RoOwnosé jest spetiona dla |1 — 22| < 1 ezylidla0 < |z| < 1. Dlaz =0
szereg jest réwniez zbiezny, bo

< 1 on\ 1 g: 1 on\ 1
—=2n—1\n /4" anOZn—l n ) 4n

N 1 2n\ 1
— 1 (1 — 2\n
sup 1mn§12n_1< >4n( x)
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Rownosé (7.1) jest spetniona réwniez dla x = 0, poniewaz

;%_1(%%@2 (n>m<l—x2>”=sup<1—|x|>:1.

n le|<1 =1 20— 1\ n o<1

W rezultacie szereg jest zbiezny jednostajnie na przedziale [—1, 1] z kryterium
Weierstrassa o majoryzacji, bo

1 2n\ 1 1 2n\ 1
71_ 2n< =
2n—1<n>4n( ) 2n—1<n>4”

Lemat 7.10. Jesli f, g € A, to min(f,g) i max(f,g) réwniez lezg A.

Dowdd. Teza wynika z poprzedniego lematu oraz ze wzoréw

mmﬁ@:f+9;V—9‘rmﬂﬁm:f+gzﬁ—m.

]

Uwaga 7.11. Z lematu wynika natychmiast, ze jesli fi1, f2,..., fn € A, to
min(f1, fa, ..., fn) oraz max(fi, fo, ..., fn) leza w A.

Lemat 7.12. Niech f € Cr(K) oraz x € K. Dla dowolnie wybranej liczby
e > 0 istnieje funkcja g, € A taka, ze

ge(t) > f(t) —¢, dlat € K.

Dowdd. Na podstawie lematu 7.6, dla y € K istnieje funkcja h, € A taka, ze

Z cigglosci istnieje otoczenie otwarte U, punktu y takie, ze
hy(t) > f(t) —e, dlateU,.

Otoczenia Uy, y € K pokrywaja zbiér K. Ze zwartosci zbioru K mozna
znalez¢ skonczone podpokrycie

KcU,UU,U...ulU,.



Twierdzenie Stone’a- Weierstrassa 77

Okreslmy funkcje

9u(t) = max(hy, (), hy, (1), .- oy, (1)).

Z uwagi po lemacie 7.10 wiem, ze g, € A. Mamy g,(z) = f(x). Ponadto jesli
t € K, tot €U, dla pewnej liczby j =1,2,...,n. Wtedy

9u(t) = hy,(t) > f() e
]

Lemat 7.13. Niech f € Cr(K) oraz ¢ > 0. Wtedy istnieje funkcja h € A
taka, zZe
|h(z) — f(x)] <e, dlazeK.

Dowadd. 7 poprzedniego lematu, dla kazdego punktu x € K istnieje funkcja
g» € A spehiajaca

9:(x) = f(x), oraz g.(t) > f(t) —e, t € K.
7 cigglosci istnieje otwarte otoczenie V,, punktu x, dla ktérego
g:(t) < f(t)+e, teV,.

Otoczenia V, stanowig pokrycie zbioru K. Ze zwartosci znajdujemy skonczo-
ne podpokrycie
KcV,uV,u...uV,.

Okreslmy
h(t) = min((gz, (), 9o (1), - - -, g2, (1))-
Z lematu 7.10 funkcja h nalezy do A. Wiemy, ze

h(t) > f(t) —¢, bo gy (t) > f(t) —¢, dlaj=1,2,...,n.
Dla ¢t € K mamy ¢ € V,,, dla pewnego j = 1,2,...,n. Zatem
h(t) < g2,(8) < J(0) + <.

W rezultacie

h(t) — f(t)] <e, dlate K.
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Przechodzimy teraz do przypadku funkcji o wartos$ciach zespolonych.

Definicja 7.14. Podalgebre A C C(K) nazywamy samosprzezong jesli z
tego, ze f lezy w A wynika, ze funkcja sprzezona f réwniez lezy w A.
Twierdzenie 7.15 (Stone-Weierstrass, wersja zespolona). Jesli A jest sa-
mosprzezong podalgebrg w C(K), rozdzielajgcqg punkty i nieznikajgcg, to A
lezy gesto w C(K).
Dowdd. Niech B

Ar ={f€A: [=[f}CCr(K).
Zauwazmy, ze Ag jest podalgebra w Cg(K). Sprawdzimy, ze Agr speinia

zalozenia Twierdzenia 7.7. Z zalozenia dla x; # x5 € K istnieje funkcja
f e Ataka, ze f(x1) # f(z2). Zatem

Re f(z1) # Re f(z2) lub Im f(z1) # Im f(22).

Ale Re f oraz Im f leza w Ag, bo algebra A jest samosprzezona oraz

Ref_f;“f, Imf—f;i

il

Stad Ag rozdziela punkty.
Dla z € K istnieje f € A taka, ze f(z) # 0. Zatem

Re f(z) #0 lub Im f(z) # 0.

Stad Ag nie znika. Z Twierdzenia 7.7 algebra Ag lezy gesto w Cr(K). Niech
f € C(K). Wtedy

f=Ref+idmf.
Kazda z funkcji Re f i Im f mozna przybliza¢ jednostajnie funkcjami z Ag.
Zatem f moze byé¢ przyblizona funkcjami z A. H
Przyktlady.
1. Niech K = [0, 7] oraz
A = ling{1,cosz, cos 2z, ..., cosnz,...}.

A jest podalgebra w Cg[0, 7], bo
1
coSNE COSMT = 3 cos(n +m)x + 3 cos(n —m)z.

A nie znika, bo 1 € A. Ponadto A rozdziela punkty, poniewaz funkcja
cos z jest roznowartosciowa w przedziale [0, 7]. Zatem A = Cg|0, 7.
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2. Niech K =T = {z € C : |z] = 1}. Mozemy przyjaé, ze T = [0,27)
przez podstawienie z = €. Rozwazmy

A =lin{e™ : neZ}.

T

Kombinacje liniowg funkcji €™ nazywamy wielomianem trygonome-

trycznym, ze wzgledu na réwnosé
™ = cosnx + isinna.

A jest podalgebra w C(T), bo e = ¢i("+m)z - Algebra, A nie zni-
ka, bo 1 € A (dla n = 0). Algebra A rozdziela punkty, bo funkcja €™
(n = 1) jest r6znowartosciowa na T. Wreszcie A jest samosprzezona, bo
e = e~ 7 Twierdzenia 7.15 mamy A = C(T), tzn. kazda funkcja
ciagta na T (réwnowaznie funkcja f z C|0, 27| taka, ze f(0) = f(27))
jest jednostajng granica ciggu zespolonych wielomianéw trygonome-
trycznych.

Uwaga 7.16. Niech
Ay =lin{e™ : n > 0}.
A, jest podalgebra rozdzielajaca punktu i nieznikajacag w T, ale A, nie

jest gesta w C/(T). Rzeczywiscie, e ¢ A, . To wynika z rozumowania
ponizej. Mamy dlan > 0

2 2w
1 — 1 ; 1 —1 . 2w
- T ginx Jp — 7/ 71(n+1)xd - —i(n+1)z —0.
2#0/6 T T it )" 0
Zatem
1 2
= /e—iff(x) dr =0, dlafe A
27
Stad
1 27 L B
—/e_ixf(a:)dx =0, dlafeA
27
0
Funkcja e~ nie moze naleze¢ do A, bo podstawiajac f(r) = e ™

otrzymamy wynik 1.
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3. Rozwazmy Cg([0,1] x [0, 1]) oraz

A = ling{f(z)g(y) : f,g € Cx[0,1]}.

Rodzina A sktada sie zatem z rzeczywistych kombinacji liniowych funk-
¢ji rozdzielonych zmiennych. A jest podalgebra, bo

fi(@)g1(y) f2(2)g2(y) = f1(2) f2(2)91(y) g2(y)-

Algebra A nie znika, bo 1 € A. Ponadto A rodziela punkty, bo je-

Sli (21,51) # (22,92) to funkcja f(z,y) = « lub funkcja g(z,y) =y
rozdziela te punkty. Zatem A = Cg([0, 1] x [0, 1]).

Twierdzenie 7.17 (Stone-Weierstrass). Zalozmy, ze A jest podalgebrq w
Cr(K) rozdzielajgcq punkty. Wtedy zachodzi jeden z przypadkéw:

(i) A= Cr(K).
(ii) Istnieje punkt zo w K taki, ze A= {f € Cr(K) : f(x) = 0}.

Dowéd. Zatézmy, ze A nie znika wtedy z Twierdzenia 7.7 otrzymujemy (i). W
przeciwnym wypadku istnieje punkt zo w K taki, ze f(xo) = 0 dla wszystkich
feA Wtedy AC {f € Cr(K) : f(xo) = 0}. Rozwazmy

A1 ={f(x)+a: fe A aeR}

Rodzina A; jest podalgebra. Poniewaz A; O A, to A; rozdziela punkty.
Ponadto A; nie znika, bo zawiera funkcje 1. Zatem A; = Cgr(K). Niech
g€ {f € Cr(K) : f(xo) = 0}. Checemy pokaza¢, ze g € A. Ale wiemy, ze
g € A,. Zatem istniejy ciggi f,, € A oraz o, € R takie, ze

fo(z) + ? g(x).
Podstawiajac x = xg otrzymamy «,, — 0. Zatem

fu(x) = g(x)

n

co oznacza, ze g € A. O
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8 Przestrzenie sprzezone do L? i do C(X)

Rozwazamy przestrzenie LP (X, 1), gdzie X jest przestrzenia z miara o-skonczona
i okreslong na X, tzn. na pewnym o-pierscieniu podzbioréw przestrzeni X.
Jak wiadomo z kursu funkcji rzeczywistych LP(X, ) jest przestrzenia Bana-

cha z norma
1/p
(X/lf(fv)\pdu(l“)) , 1<p<oo,
£l =

esssup | f(z)], p = o0.
z€R

Dla liczby 1 < p < oo symbolem ¢ oznaczamy wyktadnik sprzezony, tzn.
spetniajacy p~! + ¢ ! = 1. Przyjmujemy ¢ = oo dla p = 1 oraz ¢ = 1 dla
p = 00.

Twierdzenie 8.1. Niech 1 < p < 0o orazg € LU X, ). Wtedy odwzorowanie

— [ 1@)g(@) du(e)

jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na przestrzeni LP(X, 1) oraz

1G] = Nlgllo-

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy tylko dla p > 1. Mozemy sie ograniczy¢ do
przypadku g # 0. Z nieréwnosci Holdera mamy

/|f o)l du(a (X/If P du(a ) (X/w )" dp(a >q<oo,

zatem wielko$¢ G(f) jest dobrze okreslona. G jest odwzorowaniem liniowym,
bo wielko$¢ G(f) zalezy liniowo od funkcji f. Ponadto

/ £ (@)g(@) dute) < lgle] 1l

czyli
IGII < [lgllq-
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Niech f(z) = sgng(z)|g(z)]9t. Wtedy

J1r@Pr dutx) = [ 9@ duw) = [ lg(a)|? du(z) < oo.

X X X

Zatem f € LP(X, u) oraz || f[|b = ||g[|Z. Ponadto
G(f) = [ lg(@)|" du(x) = gl
X

Reasumujac

G(f) _ lgllg
1l |gll”

Stad |G| = llglls- -

= llgllq-

8.1 Wersja rzeczywista

Naszym celem jest udowodnienie twierdzenia odwrotnego do Tw. 8.1. Naj-
pierw rozwazymy przypadek funkcji o wartosciach rzeczywistych i miary
skoniczonej, tzn. u(X) < oo.

Lemat 8.2. Zalozmy, ze u(X) < oo. Niech g : X — R bedzie funkcjg
catkowalng oraz

< Mielly, (8.1)

[ 9(@)e(@) du()

dla dowolnej funkcji prostej p : X — R (funkcja prosta przyjmuge skonczenie
wiele wartosci). Wtedy g € L (X, ).

Dowdd. Rozwazymy tylko przypadek p > 1. Chcemy udowodnié, ze

[19@)1" du(z) < .

Istnieje rosnacy ciag nieujemnych funkcji prostych o, taki, ze 1, (x) —
|lg(2)]? dla 2 € X. Okreslmy

on(T) = Sgng(x)wn(x)l/p'
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©n jest nadal funkcja prosta, bo sgn g(x) przyjmuje tylko trzy wartosci. Pod-
stawiajac funkcje ¢, do nieréwnosci (8.1) otrzymujemy

[ 196 0@ du(a) (X/wn ) du(a )

Dalej korzystajac z 1, (2)"/? < |g(z)| mamy

/% ) dp(x /wn )t dp(x)

1/p
< [ gl@)in(@)? du(z) < M (X () du<x>) .

Po przeksztatceniu dostajemy

[ (@) dpu(a) < M

Dalej przechodzac do granicy, gdy n — oo, otrzymujemy

[ 9@ du(a) < 2
]

Twierdzenie 8.3. Niech G bedzie ograniczonym rzeczywistym funkcjona-
tem liniowym na przestrzeni Ly (X, ), gdzie X jest o-skoriczong przestrzenig
miarowqg. Wtedy istnieje jedyna funkcja g w L (X, 1) taka, Ze

= [ f@)g(x) du(x). (8.2

Dowdd. Ograniczymy sie do p > 1. Zaczniemy od przypadku, gdy pu(X) < oco.
Wtedy kazda funkcja ograniczona lezy w L& (X, i), bo jesli |f(z)| < ¢, to

[ 1@ due) < u(x).

W szczegblnosei funkcja 1 lezy w LE (X, ) dla dowolnego zbioru mierzal-
nego E. Okreslamy
v(E) = G(1g).
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Sprawdzimy, ze funkcja zbiorow v jest przeliczalnie addytywna i ma ogra-
niczone wahanie. Niech £ = (J;2; £, bedzie suma roztacznych zbioréw E,,.
Okreslmy «a,, = sgnv (1g,). Rozwazmy funkcje

= i_o:la/n]_En([L‘), 1E(£U) = i_o:llEn(gj)

Oba szeregi sa zbiezne w LE (X, p). Istotnie

N 00
‘f_ ZanlEn = Z CVn]-En
n=1 p n=N-+1 p
o 1/p o 1/p
=< > !an\pu(En)) <( > M(En)) — 0,
n=N+1 n=N-+1

bo u(E) =Y, n(E,) < oo. Podobnie

. 1/p
n=N-+1
Z ciagtosci funkcjonatu G wnioskujemy, ze

=> a,G(1g,) = Zan (1g,)=> v (E
n=1 n=1

N
1p— > 1g,
n=1

n=N+1

>, s =
p

p

Ale
a(h1 < 1G],
oraz 1/p - 1/p
||f||p=<Z|0<n|p >) <(zlu<En>> < u(E)".
Zatem

i v (B)] < |C1 u(B)? < 1G] u(X)7, 83)

co oznacza, ze v ma ograniczone wahanie. Dalej
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czyli v jest przeliczalnie addytywna.
Z nier6wnosci (8.3) zastosowanej do rodziny zbioréw E, = ), dla n > 2,
wynika

(E)] < |G|l ().

Zatem miara znakowana v jest absolutnie ciggta wzgledem miary p. Z twier-
dzenia Radona-Nikodyma istnieje wiec funkcja mierzalna g, bezwzglednie
catkowalna wzgledem miary p i spetniajaca

v(E) = [ glw)du(z) = [ g(x) 1p(x) dyu(a),

czyli
G (1p) = [ 9(@) 16(2) du(e).

Rozwazajac kombinacje liniowe funkcji charakterystycznych zbioréw otrzy-
mamy

Gle) = [ 9@) o(w) du(x),

dla funkcji prostych ¢. Poniewaz funkcjonal GG jest ograniczony, to

=[G <G llellp,

[ 9(@) o(w) duu(a)

dla funkeji prostych ¢. Z lematu 8.2 wnioskujemy, ze g € Lk (X, ). Wykaze-
my wzor (8.2). Niech f € LE(X, u). Wtedy istnieje ciag o, funkcji prostych
taki, ze ¢, — f w normie przestrzeni LR (X, n) oraz |p,(x)] < |f(z)]. Wtedy

G(f) = lim Ge) = lim [ pu(2)g() du(a)

= [tim o (2)g(@) du(x) = [ F@)gx) du(z).

Mozliwos¢ wejscia z granica pod znak catki wynika z twierdzenia Lebesgue’a o
zbieznosci ograniczonej, bo |, (x)g(z)| < |f(x)g(x)|, a z nieréwnosci Holdera
funkcja fg jest catkowalna. Funkcja ¢ jest jedyna funkcja spelniajaca (8.2).
Rzeczywiscie, zat6zmy, ze

() = [ f@)g(@) dule) = [ f(x)h(x) du()
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dla g, h € LL(X, p). Okreslmy funkcjonat

/f ~ h(2)] du(a).

Ale ®(f) =0dla f € LE(X, ). Z Twierdzenia 8.1 mamy

1] = llg = Rlly-

Zatem g = h prawie wszedzie.
Przechodzimy do przypadku, gdy p(X) = co. Niech

X = X, gdziepu(X,) <oo, X, C Xpi1.
n=1

Wtedy mozemy przyjac, ze
L (Xn, 1) € Lg(Xnt1, 1) € L (X, ).

Funkcjonal G obcinamy do podprzestrzeni L% (X, ) 1 z pierwszej czesci
dowodu znajdujemy funkcje g, € Lk (X, p) taka, ze

= [ f@)ga(@) (@), dia f € E(Xa.p)
Zatem dla f € L (X, pn) C LE(X,t1, ) mamy
= [ f(@)gn(w) dp(x)
Xn

/f )Gny1(z) dp(z /f ) gni1(2) dp().

Xn+1

Z pierwszej czesci dowodu wynika, ze g,(x) = g,11(x) prawie wszedzie na
zbiorze X,,. Modyfikujac wartosci funkcji g,41 na zbiorze miary zero mozna
zazadac, aby

gn(@) = gna(z), x € X,

Wiemy, ze

wlle = |G < |G-
l9ulle = 1G], | < I
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Okreslmy
g(x) = gp(x), dlazxe X,.
Definicja funkeji g jest poprawna, bo jesli x € X,,, N X,,, to gm(x) = gn(x).

Niech g, oznacza rozszerzenie funkcji g, na X tzn.

_ gn(x), dlaxe X,
gn(x) =
0, dlaz € X\ X,.

Wtedy |g.(z)| " |g(z)|. Zatem z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej
n
mamy

[ l9@) 1" due) = tim [ |ga(@)|* dp(z)

- 117ILI1/ |gn($)|qdﬂ($) = 117211 ||gn|‘%ﬂ!{(x,‘u) < ||G||q < 00.
Xn

W rezultacie g € L (X, p).
Dla funkcji f € LE(X, ) niech f, = flx,. Wtedy f, — fw LE(X, ).

Rzeczywiscie

1= £ = [ 1fale) = F@IP du@) = [ |f@)P due) — 0,

X\ X,

bo X = U;2; X,,. Dalej

Pierwsza z powyzszych réwnosci wynika z

[ F@g(@) due) = [ fu(w)9(@) du(a)

< /If(x) — fu(@)g(@)| dpu(z) <|[f = fallpllglly — 0,

z kolei ostatnia wynika z cigglosci funkcjonatu G. Znowu jedynos¢ funkceji g,
ktora spetia teze twierdzenia wynika z Tw. 8.1. ]
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Uwaga 8.4. Zalozenie o o-skoniczonosci miary p nie jest potrzebne dla p > 1.
Wyjasnienie oparte bedzie na nastepnym lemacie.

Lemat 8.5. Jesli g € LP(X,pu), to zbior {x € X : g(x) # 0} jest
o-skonczony.

Dowdd. Dla liczby 6 > 0 okreslamy zbior
As={x e X : |g(z)| > d}.
Wtedy

o> [lg@rau(@) > [lg@ du@) > & [ du(e) = o7p(4)

X As As

Zatem u(As) < 0o. Ze wzoru

{xGX:g(x)#O}:EjA

3=

wynika teza lematu. [

Rozwazmy ograniczony funkcjonal liniowy G na przestrzeni LP(X, ), dla
p > 1. Istnieje cigg funkeji f, € LP(X, ) taki, ze || f||, = 1 oraz |G(f,)| -
|G||- Mnozac f, przez 1 mozna zatozyé, ze G(f,) > 0 oraz G(f.) — |G|l.
Niech

Xo=U{r e X : fula) #0}.
n=1
7 lematu zbior X jest o-skonczony.
Lemat 8.6. Jesli funkcja f € Ly (X, u), p > 1, zeruje sie na Xy, to G(f) = 0.

Dowdéd. Zatézmy, ze istnieje funkcja h € LE(X, pn) taka, ze G(h) # 0 oraz
h|x, = 0. Bez straty ogdlnosci mozna przyjac, ze G(h) = 1. Wtedy dla a > 0
mamy

G(fa + ah) G(fn) + Gl + o

G| > _ . |
1G> 57 anl, = TP+ o [RE)? = L+ b [R[) 77

Po przeksztatceniu, korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego, dostajemy

« b (07
L+ o?[|h||P > (1 + ) > 1+ pr—.
- ey el
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Zatem »
Pl > a >0,
lalgited|
co prowadzi do sprzecznosci, gdy p > 1. ]

Opierajac sie na Lemacie 8.6 tatwo zakonczy¢ rozumowanie. Istotnie, dla
f € LE(X, u) mozemy zapisaé

G(f) = G(flx, + flx\x,) = G(flx,) + G(flx\x,) = G(flx,).

Zauwazmy, ze flyx, € LE(Xo,p). Z Twierdzenia 8.3 istnieje wiec funkcja
go € LL(Xo, 1) taka, 7e

G(f) = G(1x)) = [ F@)go(w) dp(x).

Wtedy
G(f) = [ fa)g(a) du(a).

X
gdzie

g= gO(x)a T € X07
0, zeX\X

Oczywiscie zachodzi g € L (X, p).

8.2 Wersja zespolona

Rozwazamy funkcje z LP(X, u) o wartodciach zespolonych. Niech G bedzie
ograniczonym funkcjonatem liniowym na LP(X, ). Mozemy zapisaé

LP(X, p) = LR (X, p) © LR (X, p),
bo dla f € LP(X, 1) mamy

f@) = filz) +ifa(),  f1, fo € LR(X, ).

Okreslmy funkcjonaty Gy i Go na L (X, ) wzorami

Gi(f) =ReG(f), Go(f) = ImG(f).
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Funkcjonaly G i G5 sa ograniczone, bo

G5 (DI < IGNOT< NG f1lp, 7 =1,2.
Istnieja zatem funkcje g1, go € LE(X, p) takie, ze

= [ f@)g @) du(a), f e LB(X,p), =12,
Dla f € L (X, ) mamy zatem
G(f) = Gi(f) +iGalf) = [ F(@)lgn (@) + iga(w)] du().

Niech g(z) = g1(z) + ige(z). Wtedy g € LY(X, ) oraz

/f Ydu(x), € LR(X.p).

Zatem dla f € LP(X, ) otrzymujemy

G(f) = Ubwﬁ%—(ﬁﬂﬁﬂﬁ)
—/ﬁ WL~H/E Jdu(x) = [ f(@)g(x) du(a).

X

8.3 Twierdzenie Riesza

Wiemy, ze przestrzen sprzezona do C[0,1] mozna utozsamié¢ z przestrzenia
zespolonych funkcji w(z) o wahaniu ograniczonym, lewostronnie ciagtych w
(0,1) oraz w(0) = 0. To twierdzenie mozna rozszerzy¢ na zwarte przestrzenie
topologiczne Hausdorffa. Niech X bedzie taka przestrzenia. Najmniejsze o-
cialo zawierajace zbiory otwarte nazywamy o-ciatem zbioréw borelowskich.

Definicja 8.7. Borelowskq miare skoriczong (nieujemng) p nazywamy re-
gularng jesli dla dowolnego borelowskiego zbioru A mamy

n(A) = sup p(E) = inf pu(F).
E domkn. F otw.

Muiare zespolong o wahaniu ograniczonym na X nazywamy reqularng jesh

po=p — po +i(ps — pa),

gdzie miary p; dla j = 1,2,3,4 sq nieujemne @ regularne. Rodzing takich
miar oznaczamy symbolem M (X).
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Twierdzenie 8.8 (F. Riesz). Niech X bedzie zwartq przestrzenig topologicz-
ng Hausdorffa. Kazdy ograniczony funkcjonal liniowy ¢ na przestrzeni C(X)
ma postac

ol2) = [ f(@)du(x)
X
dla pewnej zespolonej borelowskiej miary reqularnej o wahaniu ograniczonym
na X.
Dowdd. Patrz N

9 Staba zbiezno$é¢ w przestrzeniach unormo-
wanych

9.1 Stlaba zbiezno$¢ ciggow

Niech X* oznacza przestrzen sprzezona do przestrzeni unormowanej X.
Definicja 9.1. Mowimy, zZe cigg x, € X jest stabo zbiezny do elementu
x € X, jesli dla dowolnego funkcjonatu x* € X* mamy x*(x,,) — x*(x).
Uwaga 9.2. Jedli 2, — = w normie przestrzeni X, to x*(z,) — (x) dla
rr e X*.

Twierdzenie 9.3. Kazdy cigg stabo zbiezny jest ograniczony.

Dowdd. Rozwazmy ciag x,, € X stabo zbiezny do z. Elementy z,, wyznaczaja
funkcjonaty liniowe ¢, na X* wzorem

on(2") = 2% ().

Traktujemy ¢, jako operatory liniowe z przestrzeni Banacha X* (por. Wnio-
sek 2.15) w C. Operatory ¢, sa ograniczone punktowo, bo

pu(a") = *(20) = 2°(2),

zatem ciag liczb ¢, (x*) jest ograniczony, jako ciag zbiezny. 7 twierdzenia
Banacha-Steinhausa normy |[|¢,| sa wspélnie ograniczone. Ale z Wniosku
5.10 wynika, ze

lenll = sup Jen(z*)] = sup |z%(zn)| = [lzal.
o 1<1 o<1
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Przyktad. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta z baza ortonormalna {e,, }22 ;.
Dla z € H mamy

oo
2 2
1 = > [z, en)l,
n=1
zatem (z,e,) - 0. To oznacza, ze ciag e, jest stabo zbiezny do zera.

Fakt 9.4. (igg x,, w przestrzeni Hilberta 'H jest stabo zbieiny do elementu x
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ciqg liczb ||z, || jest ograniczony oraz (z,, e;) - (x,ej)
dla j € N, gdzie {e;},en jest bazq ortonormalng przestrzeni H.

Dowdd. Implikacja (=) wynika z definicji i Twierdzenia 9.3.
Dla dowodu implikacji (<) niech ¢ = sup,, ||z, ||+||z|| oraz F = lin{e, }5°,.
7, zalozenia mamy

(Tn,y) — (z,y), yeF.

F jest gesta podprzestrzenig w H. Niech y € H oraz € > 0. Wtedy istnieje
element yo € F taki, ze ||y — yo| < £/2c. Wtedy

+ n, y0) = (2, 0)-

€
< llan =2l lly = yoll + (2, o) = (2. 90)] < 5

Wybierzmy teraz N > 0 tak, aby dla n > N zachodzita nieréwnos¢
|<xn7y0> - <‘Ta y0>| < 5/2
m
Fakt 9.5. W przestrzeni C(X), gdzie X jest zwartg przestrzeniq Hausdorffa,
ciqg funkcyi f, jest stabo zbieiny do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy licz-
by || fulleo S@ wspélnie ograniczone oraz cigg f, jest zbieiny punktowo, tzn.

fu(2) - f(z) dlax € X.

Dowad.
(=) Z Twierdzenia 9.3 ciag norm || f, ||« jest ograniczony. Z zatozenia mamy

[ fol@) dula) — [ £@) du(a),
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dla dowolnej miary p € M(X) (por Def. 8.7). Ustalmy =z € X i rozwazmy

miare p = 0,, gdzie
1 A
5.(A) = , T EA,
0, =¢A.

Poniewaz 6, € M(X), to
fulw) = [ Falt)dou(t) — [ £(2) d6,(0) = F(2).
X X
(<) Wystarczy udowodnié, ze

[ ful@) dnte) — [ f(z) duz) (9.1)

dla miar nieujemnych p € M(X). Z zalozenia |f,(z)| < ¢ dla n € N oraz
x € X. Zatem z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej wynika

(9.1). O

Twierdzenie 9.6. Niech X bedzie przestrzenig unormowang. Jesli prze-
strzen X* jest osrodkowa, to X tez jest osrodkowa.

Dowdd. Niech {x}5°, bedzie gestym podzbiorem w X*. Wybierzmy elemen-
ty z, € X, spehiajace ||z,,|| = 1 oraz |z} (x,)| > 1||=}||. Niech A oznacza
rodzine wszystkich kombinacji liniowych, o zespolonych wspétczynnikach wy-
miernych, elementéw ciagu {x, }2 ;. Zbiér A jest wtedy przeliczalny. Pokaze-
my, ze zbiér A lezy gesto w X. Rozwazmy domkniecie A w X. Ten zbiér jest
podprzestrzenia liniowa, bo A zawiera skoniczone kombinacje liniowe elemen-
tow z {x, }°°,. Zatdzmy, ze A C X. Wtedy z Wniosku 5.12 istnieje funkcjonat
z* £ 0 taki, ze x*|x = 0. Zatem

7, = 2"l > (7, = &%) (wn)| = [a7,(20) — 2" (20) |
0
= |2} (xa)| = gllanll > (2" = 2y, — 2*]).

Po przeksztatceniu otrzymujemy
2, = 2"l > zllz*] > 0

co jest sprzeczne z zalozeniem o gestosci ciagu {z}5° ;. O
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Uwaga 9.7. Przestrzen sprzezona do przestrzeni osrodkowej nie musi by¢
oérodkowa. Np. niech X = ¢*. Wtedy podzbiér

= {{z.}}ly : 2, €Q+iQ, N €N}

jest przeliczalny i gesty w X. Przestrzen sprzezona X* = (> (patrz Rozdziat
4) nie jest oSrodkowa. Istotnie dla podzbioréw B; # By C N mamy

H131 - 132HOO =1.

W ten sposob otrzymujemy kontinuum elementéow w £>° takich, ze odleglosé
pomiedzy kazdymi dwoma elementami wynosi 1. Zatem £°° nie jest osrodko-
wa. Przypomnijmy, ze z rozdziatu 4 wynika, ze

ey =14 (M =0,
Definicja 9.8. Rozwazimy z; € X* dla przestrzeni unormowanej X. Mowi-

my, ze ciqg funkcjonatow x;, jest x-stabo zbiezny do funkcjonatu z* € X*
jesli xy,(x) — x*(x), dla kazdego elementu v € X.

Uwaga 9.9. Bezposrednio z twierdzenia Banacha-Steinhausa wynika, ze kaz-
dy *-stabo zbiezny cigg funkcjonatéw liniowych na przestrzeni Banacha jest
ograniczony.

Przyktad. Rozwazmy przestrzen C[0, 1] i funkcjonaly zwiazane miarami

-t

3\*—‘
:H?r-

Wtedy

/ (@) dpn() = £ Z 7 / fla
To oznacza, ze ciag miar pu, jest x-stabo zblezny do miary Lebesgue’a na
[0, 1].

Uwaga 9.10. Przestrzen unormowang X mozna utozsamic¢ z podprzestrze-
nig X** = (X*)*. Istotnie, dla z € X okreslamy funkcjonat ¢, na X* wzorem

pa(z?) = 2" (2).

Funkcjonal ¢, jest liniowy. Ponadto

lpallxe = sup |pa(2")[ = sup |o*(2)] = ||z]|x.

2|l x =<1 flz* || x= <1

Zatem przestrzen X mozna wtozy¢ izometrycznie w X**.
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Definicja 9.11. Mowimy, Ze przestrzen unormowana X jest refleksywna
gesli X** = X, tzn. odwzorowanie x — p, jest izomorfizmem z X na X**.

Przyktad. Rozwazmy przestrzen LP(X, u) dla 1 < p < oo. Wtedy
1 1
(LP)" =L, gdzie—+—-=1, 1 <q< 0.
p q

zatem (L9)* = LP czyli L? jest refleksywna.

Niech (X, i) bedzie o-skoniczona, ale przestrzen L'(X, p) ma nieskonczo-
ny wymiar. Przestrzen L*(X, ) jest wtedy oérodkowa. Mamy (L')* = L*.
Ale przestrzen L* nie jest osrodkowa, zatem z Twierdzenia 9.6 przestrzen
(L>)* réwniez nie jest osrodkowa. W zwiazku z tym (L>)* # L', czyli L!
nie jest przestrzenig refleksywna.

Twierdzenie 9.12 (Banach-Alaoglu). Niech X bedzie oSrodkowq przestrze-
niqg unormowang. Z kazdego ograniczonego ciggu x;, funkcjonatow lintowych
na X mozna wybraé podcigg *-stabo zbiezny.

Dowéd. Oznaczmy ¢ = sup,, ||z} [|x~. Niech {y;}32; bedzie gestym podzbio-
rem w X. Kazdy z ciagéw liczbowych {z},(y;)}52, jest ograniczony. Stosujac
metode przekatniowg mozna wybra¢ rosnacy ciag liczb naturalnych n, ta-
ki, ze kazdy z ciagow {z}, (y;)}iZ, jest zbiezny. Pokazemy, ze podciag xj,
jest x-stabo zbiezny. W tym celu sprawdzimy, ze dla dowolnego elementu
r € X ciag liczb o, (7) spelia warunek Cauchy’ego. Ustalmy liczbe £ > 0.
Z gestosci istnieje element y; taki, ze

9
o=yl <
Wtedy
25, (@) = &, (@) < Ja, (@ = )| + |2, () = 2, ()] + a2, (s — @)
<er+lan, () — )l +e <5 +5 ==
4c F ! e 2 2

dla duzych k i l. Zatem ciag z, (x ) jest zblezny Okreslmy
Wtedy ¢ jest funkcjonatem hmowym na X. Ponadto
p(2)] = [limay, ()] < o]
Zatem p € X*. 0]
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Uwaga 9.13. Zalozenie osrodkowosci jest istotne. Rozwazmy cigg funkcjo-
natéw {6,}52, na ¢, okreslonych wzorem 0,(z) = z, dla x € ¢*°. Mamy
00| (eey+ = 1. Jednak ciag {6,}>; nie zawiera podciggu *-stabo zbieznego.

9.2 Slabe topologie

Definicja 9.14. Slabg topologig w przestrzeni unormowanej X nazywa-
my najstabszq topologie, w ktorej wszystkie funkcjonaly x* € X* sq ciggle,
wzgledem metryki okreslonej przez norme przestrzeni X.

Uwaga 9.15. Najstabsza topologia to taka, ktéra ma najmniej zbiorow
otwartych.

Dla ustalonego funkcjonatu z € X* oraz a € C, € > 0 zbiér
Vagae ={y € X ¢ |ag(y) —al <e}

jest otwarty w stabej topologii jako przeciwobraz otwartego kota {z € C :
|z — a| < €} przez funkcjonal zf.
Dla elementu z € X bazq otoczen w stabej topologii jest rodzina zbio-
row postaci:
Usi aspaiie(®) = {y €Y ¢ max |aj(y) — 23(2)] < e}
gdzie z7, x5, ..., x} sa ustalonymi funkcjonatami w X* a liczba ¢ jest dodat-
nia. Zbiér ten jest otwarty, bo przyjmujac oznaczenie a; = z%(x) mamy

*

J

ULEI,I;,...,I;‘Lﬁ(l‘) = V;:’l‘;al,s N Vx%;ag,s n...N V:;:;;;an,s- (92)

To oznacza, ze element y lezy ,blisko” elementu x w stabej topologii, gdy mie-

rzymy odleglo$¢ za pomoca skonczonej liczby funkcjonatéw linowych 7, x3, . ..

Staba topologia jest w szczegdlnosci stabsza niz topologia w przestrzeni X
wyznaczona przez metryke.

Twierdzenie 9.16. Kula B = {z € X : ||z|| < 1} jest zbiorem domknietym
w stabej topologiz.

Dowdd. Niech x ¢ B, tzn. ||z|| > 1. Z Twierdzenia 5.22(c) istnieja rzeczywi-
sty ograniczony funkcjonat liniowy ¢ oraz liczba rzeczywista « takie, ze

p(r) <a<ely), yeB.
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Niech ¢(z) = p(x) —ip(iz). Wtedy @ jest funkcjonatem ograniczonym linio-
wym wzgledem C. Rzeczywiscie, ¢ jest liniowy wzgledem R oraz

pliz) = p(ix) +ip(x) = ig(z).
Zatem ¢ € X*. Ponadto
Re@(x) < a < Reg(y), y € B.

Niech
U={ye X :Rep(y) <a}.

Wtedy U jest otwarty w stabej topologii, bo jesli ¢ jest ciagly, to Re ¢ tez.
Ponadto z € U oraz UN B = (). Tzn. x lezy poza zbiorem B wraz z pewnym
otoczeniem, czyli B jest zbiorem domknietym. [

Uwaga 9.17. Kula otwarta {z € X : ||z|| < 1} nie jest zbiorem otwartym
w stabej topologii, o ile przestrzen X ma nieskonczony wymiar. Istotnie po-
kazemy, ze zbior postaci (9.2) jest nieograniczony, tzn. zawiera elementy o
dowolnie duzej normie. Rozwazmy jeden taki zbiér. Istnieje element x # 0 w
X taki, ze

xij(z) =a5(x) =...=x)(z) = 0.

Wtedy Cx C Ut 3,56, 2l Cz ¢ B.

Uwaga 9.18. Niech dim X = oo oraz S = {z € X : |z

= 1}. Wtedy
domkniecie S w stabej topologii jest réwne B = {x € X : ||z| <

—_ =

Definicja 9.19. x-stabg topologiq na X* nazywamy najstabszq topologie,
w ktorej funkcjonaly X* o x* — x*(z) € C sq ciggle dla kazdego x € X.

Uwaga 9.20. x-staba topologia pokrywa sie ze stabg topologia na X* jesli
przestrzen X jest refleksywna.

Dla zq € X oraz liczb a € C i e > 0 zbiér
‘/xg;a,a = {y* € X" |y*(x0) - CL| < g}
jest otwarty w *-stabej topologii. Baza otoczen funkcjonatu z* jest rodzina

zbiorow

U55175527~--755n§5(x*) = {y* S IIE?LX ‘y*($j) - x*(a:)| < 8}7
XN

gdzie x1, 29, ..., 2, sa ustalonymi elementami w X a liczba ¢ jest dodatnia.
Funkcjonat y* lezy ,blisko” funkcjonatu x* jesli wartosci funkcjonaléw w
punktach z1, o, ..., x, sg bliskie sobie.
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Twierdzenie 9.21. Kula B* = {z* € X* : ||2*| < 1} jest domknieta w
x-stabej topologii.

Uwaga 9.22. x-staba topologia na X* jest stabsza niz staba topologia na
X* bo X C X*.

Dowdéd. Niech x* ¢ B*. Tzn. ||z*|| > 1. Zatem istnieje element x € X taki,
ze ||z|| = 1 oraz |x*(x)| > 1. Niech

U={y" e X" : |y"(x)] > 1}.

7Zbiér U jest otwarty w x-stabej topologii oraz z* € U. Ponadto dla y* € B*
mamy

(@) <yl =] < 1.

Zatem U N B* = (). m

Twierdzenie 9.23 (Banach-Alaoglu). Kula B* = {z* € X* : [jz*|| < 1}
jest zwarta w x-stabej topologii.

Dowdd. Niech
V= x{zeC: |z|<|z|}
zeX

bedzie iloczynem kartezjanskim kot domknietych w ptaszczyznie zespolonej z
topologia produktowa. Z Twierdzenia Tichonowa V' jest zwartg przestrzenia
topologiczna jako iloczyn kartezjanski zbioréw zwartych. Rozwazmy odwzo-
rowanie ¢ : B* — V zadane wzorem

p(x7) ={2"(x)}sex € V.
Warunek p(z*) € V jest spetiony, bo
2" ()] < [[=* [ [|lz]| < ||l

Odwzorowanie ¢ jest ciagte, gdy w B* mamy *-stabg topologie, co wynika
bezposrednio z okreslenia tejze topologii. Sprawdzimy, ze obraz ¢(B*) jest
domknietym podzbiorem w V. W tym celu rozwazmy ciag uogélniony ¢(x})
w (B*). Zatézmy, ze ciag uogdlniony o(z?) jest zbiezny w V. Ale
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To oznacza, ze dla kazdego elementu x € X ciag uogdlniony liczb z7 (x) jest
zbiezny. Oznaczmy

n(@) = lima (x).
W ten sposéb otrzymalismy funkcjonat n okreslony na X. Pokazemy, ze n €
B*. Sprawdzimy liniowos¢ funkcjonatu n. Dla x,y € X oraz A\, u € C mamy

n(Az + py) = lim g (Az + py) = im[Azg (z) + pag (y)]
= Mimay (2) + plimag (y) = An(z) + pn(y).

Wiemy, ze |n(z)| < ||z||, bo ||z%(x)| < ||z|. Zatem ||n|| < 1. Zatem n € B*
co koniczy dowdd domknietosci zbioru ¢(B*).

Zauwazmy, ze odwzorowanie ¢ jest réznowartosciowe. Rzeczywiscie, jesli
o(x*) = o(y*) to z*(z) = y*(x) dla wszystkich x € X. Wtedy z* = y*.
7, okreslenia x-stabej topologii wynika zatem, ze ¢ jest homeomorfizmem
z B* na ¢o(B*). Ale p(B*) jest zbiorem zwartym jako domkniety podzbiér
zwartej przestrzeni topologicznej V. Zatem réwniez B* jest zwarty w x-stabej
topologii. O

Przyktad. Rozwazmy X = ¢ i funkcjonaty 9,, € X* okre$lone wzorem

on(r) =x,, €L

Mamy ||,||x+ = 1, czyli 6, € B*. Wiemy, ze B* jest zbiorem zwartym w
x-stabej topologii. Ze zwartosci ciag 9, ma punkt skupienia w X*. Jednakze
), nie posiada podciggu zbieznego *-stabo. Istotnie, zalézmy nie wprost, ze

0, ma podciag *-stabo zbiezny 9,, dlan; <ny <... <mn, <.... Okreslmy
—1)*k -
Ty = (=1)% = .
0, n # ng

Wtedy x € (>, ale 6,, (z) = x,, = (—1)* nie jest zbiezny. Tzn. ciag d,, nie
jest x-stabo zbiezny.
10 Twierdzenie Arzeli-Ascoliego

Niech K bedzie zwarta przestrzenig topologiczng Hausdorffa. Rozwazamy
przestrzen Cr(K) z norma

[l = mas | £ ()]
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Przypomnimy znane twierdzenie z topologii.

Twierdzenie 10.1. Podzbior A w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zwarty
wtedy @ tylko wtedy, gdy z kazdego ciggu elementow z A mozna wybraé podcigg
zbiezny do pewnego elementu z A.

Definicja 10.2. Podzbior Af przestrzeni metrycznej nazywamy warunkowo
zwartym jesli domkniecie A jest zbiorem zwartym.

Symbolem B(z,¢) bedziemy oznaczaé otwarta kule o srodku w x i pro-
mieniu € czyli

B(z,e) ={y € X : d(x,y) < e}.

Twierdzenie 10.3. Podzbior A w przestrzeni metrycznej zupelnej (X, d) jest
warunkowo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest catkowicie ograniczony,
tzn. dla dowolnej liczby € > 0 istniejg punkty x1, 2o, ..., x, € X takie, Ze

A C B(z1,6) U B(z2,6) U...U B(xy,¢).

Uwaga 10.4. Zbior jest catkowicie ograniczony, jesli mozna go pokry¢ skon-
czong liczba kul o dowolnie matym promieniu.

Dowad.
(=) Ustalmy ¢ > 0. Wtedy

|

c | B(z,e).

zeX

Ze zwartosci zbioru A istnieje skoficzone podpokrycie
ACAC B(x1,e) UB(22,) U...UB(x,,¢).

(«<=) Skorzystamy z Twierdzenia 10.1. Niech y,, bedzie ciagiem elementéw
z A. Pokazemy,ze y, zawiera podciag zbiezny. Dla ¢ = % mamy z zalozenia

{yntoey C A C B(a, %) U B(z, %) U...UB(xy, %)

Przynajmniej jedna z kul, np. B(z;, 3) zawiera nieskoniczony podciag {y{"}
ciagu {y,}. Dalej dla ¢ = 272 wiemy, ze podciag {y\V} C A jest zawarty
w skonczonej liczbie kul o promieniu 272. Zatem jedna z takich kul zawiera
nieskoniczony podciag {y@} ciagu {y{V}. Postepujac tak dalej otrzymamy
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rodzine podciagéw {y™} takich, ze {y{™*1} jest podciagiem ciggu {y™}
oraz {y™} jest zawarty w kuli o promieniu 27",

Stosujac metode przekatniows okreslmy cigg z, = y,(L”). Wtedy ciag {z,}
jest podciagiem ciagu {y,}. Sprawdzimy, ze z, spetnia warunek Cauchy’ego.
Dla n > m elementy 2z, i z,, leza w kuli o promieniu 27, zatem

2
dn7m<7-
(2 20) < o

7, zatozenia zupelnosci ciag z, jest zbiezny. ]
Przyktady.

1. Rozwazmy przestrzenn X = Cg[0, 27| oraz ciag funkcji
fn(z) = sinnaz.
Poniewaz o
i/(sin nx —sinma)? dr = 2
0

to

Zatem f,, nie posiada podciggu zbieznego jednostajnie. Mozna udowod-
ni¢, ze nawet nie istnieje podciag zbiezny punktowo.

2. Niech X = C|0, 1]. oraz

X

o) = o e

Wtedy f,(x) — 0dla 0 < 2 < 1. Jednak fn nie posiada podciagu
zbieznego jednostajnie, bo taki podciag musiatby by¢ zbiezny do 0, a
przeciez dla = £ mamy f,,(2) = 1.
Definicja 10.5. Rodzine funkcji A C Cr(K) nazywamy jednakowo ciggla,
jesli dla kazdego punktu v € K i liczby € > 0 istnieje otwarte otoczenie U
punktu x takie, zZe

1fy) — f(z)| <e, yeU fecA.
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Uwaga 10.6. Zbiér U, zalezny od ¢, jest wybrany dla wszystkich funkcji
f € A. Na tym polega jednakowa ciggtosé.

Definicja 10.7. Rodzina
mathcal A C Cr(K) jest ograniczona jesli istnieje stala liczba M taka, Ze

Iflljinfty < C, fe€A.

Twierdzenie 10.8 (Arzela-Ascoli). Rodzina funkcji A C Cr(K) jest warun-
kowo zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy A jest jednakowo ciggla i ograniczona.

Dowad.
(=) Ustalmy liczbe € > 0. Z Twierdzenia 10.3 istnieja funkcje f1, f2, ..., fn €
Cr(K) takie, ze

ACB(f1,5)UB(£,5)U...UB(fa5). (10.1)

W szczegdlnosei zbior A jest ograniczony przez

€
M = max || filloo + 3-
Ustalmy x € K. Istniejg otwarte otoczenia Uy, Us, ..., U, takie, ze

€ .
|fi(y) — fi(z)] < 3 Y eU;,7=12,...,n.

Niech U = U NU;N...NU,. Wtedy U jest otwartym otoczeniem punktu X
oraz

£ily) = H@)] < .

Niech f € A. Wtedy z (10.1) mamy f € B(f;, 5) dla pewnego j = 1,2,...,n.
Zatem dla y € U otrzymujemy

yelUj=1,2,...,n.

[f(y) = f(=)]

<17 W) = K+ 150) ~ S|+ @)~ f@)] < 5+

(<) Pokazemy, ze rodzine A mozna pokry¢ skonczona liczba kul o promieniu
e > 0. [
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Rodzina A jest ograniczona przez pewna stala M, tzn.
lf(x)| <M, feA ze€K.

Rodzina A jest jednakowo ciggla, wiec dla kazdego elementu x € K istnieje
otoczenie U, 3 x takie, ze mamy

F6) - 1@ <5, JeA yel.. (102)

Poniewaz
K=\ U,

zeK
to ze zwartoSci zbioru K otrzymujemy

KcU,uU,U...uU,, (10.3)
dla pewnych punktéw xy, s, ..., x,. Podzielmy przedzial wartosci [—M, M|
na czesci punktami yq, Yo, - . ., ym tak, ze

—M:t0<y1<<ym:M, yj_yj—1<%'

Wykres kazdej z funkcji f € A lezy w iloczynie kartezjanskim K x [—M, M].
Rozwazmy ciag n wskaznikoéw (ji, ja, ..., Jn), 2z ktorych kazdy pochodzi z
{1,2,...,m}. Dla takiego ciagu okreslamy podzbiér w Cg(K) wzorem

B jogn = € Cr(K) = f(21) € [Yj 1,931,

f(@2) € Wia—1,y5)s - Fl@n) € Y01, 95,1}
Kazda funkcja z A nalezy do pewnego zbioru postaci Bj, j, . j., czyli
A - U Bj17j2,~~-,jn N A
J1rj2remesdn=1
Zbadamy $rednice zbioru Bj, j, ;. NA. Niech f,g € B, ;, ., N.A. oraz

r € K. Wtedy z (10.3) wynika, ze x € U,, dla pewnego k =1,2,...,n. Dalej

z (10.2)i z okreslenia zbioréw Bj, j, . ;. wnioskujemy, ze

[f () = g(@)| < |f(2) = fli)] + [ (2n) = g(ar)] + |g(2r) = g()]
<ft+it+s=e

Zatem srednica zbioru Bj, j, ;. N.A jest nie wigksza niz € co oznacza, ze ten
zbior jest zawarty w pewnej kuli o promieniu .
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Przyktad. Niech
A={f € Cg[0,1] : f rézniczkowalna w (0,1), f(0) =0, |f'(x)] < 1}.
Wtedy zbiér A jest warunkowo zwarty, bo z

|f(@1) = fa2)| = [f ()] |21 — @2] < |z1 — 22

wynika jednakowa ciggloéé¢ funkeji z A. Ponadto

czyli rodzina A jest ograniczona przez 1.

Uwaga 10.9. Twierdzenie Arzeli-Ascoliego pozostaje prawdziwe réwniez dla
A C C(K), czyli funkcji o wartosciach zespolonych.

11 Odwzorowania zwezajgce i zastosowania

Twierdzenie 11.1. Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczna zupelng a
T : X — X bedzie odwzorowaniem zwezajacym, tzn. istnieje stata 0 < 0 <
1, taka, Ze

d(Tz,Ty) < 0d(x,y), =z,y€ X.

Wtedy odwzorowanie T' posiada jedyny punkt staty, tzn. punkt y € X taki, ze
Ty =vy.

Uwaga 11.2. Odwzorowanie zwezajace jest ciggte.

mn

Dowdd. Dla ustalonego punktu x € X rozwazmy ciag iteracji x, = T"x.

Mamy
d(@p, ps1) = d(Txp—1, Tay) < 0d(xp_1, T5).

Zatem
d(xg, 2pp1) < 0%(d(20,21).

Niech n > m. Wtedy

d(xm7 xn) < d(xm) xm—‘rl) + d<xm+1; xm+2) +...+ d(xn—h 1771)
< (em + €m+1 + oot Qn_l)d(lﬁ(), 1’1) < md(l‘g, ZL’l).



Odwzorowania zwezajace 1 zastosowania 105

Zatem ciag x, spetnia warunek Cauchy’ego, wigc jest zbiezny z zatozenia o
zupetnosci przestrzeni X. Niech x,, —y. Wtedy T'x, - Ty. 7 drugiej strony
Tx, = Tpi =Y. Stad Ty = y, czyli y jest punktem staltym odwzorowania
T. Zatézmy, ze réwniez punkt 3 jest staly, tzn. Ty’ = ¢/. Wtedy

d(y,y') =d(Ty, Ty") < 0d(y,y).

Zatem d(y,y') =0, czyliy = v¢/'. O

11.1 Twierdzenie o funkcji odwrotnej

Niech ¢ : U o R", gdzie U jest otwartym podzbiorem w R". Zal6ézmy, ze

xo € U oraz det Dp(xg) # 0. Pokazemy, ze istnieje odwzorowanie odwrotne
okreslone w otoczeniu punktu yo = ¢(xg).

Poprzez zastosowanie przeksztalcen liniowych i przesunie¢ mozemy zato-
zyé, ze xg = 0, yo = p(0) = 0 oraz Dp(0) = I. Mozemy tez zalozy¢, ze U
jest kulg otwarta o srodku w 0.

Zapiszmy  w postaci

olx)=z+ f(z) =v. (11.1)

Wtedy funkcja f jest klasy C' oraz f(0) = 0 Df(0) = 0. Rozwiazania row-
nania (11.1), czyli odwzorowania odwrotnego, bedziemy szuka¢ w postaci

r=y+g(y).

7 ukladu rownan
z+ f(z) =y (11.2)
y+gly) = = (11.3)

usuwamy x i otrzymujemy

y+g9)+ fly+g) =y

Zatem

9() = —fly +9(y))-
Chcemy znalez¢ funkcje g spetniajaca powyzszy wzoér. W tym celu rozwazmy
przeksztalcenie

(Tg)(y) = —fly+9W)).
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Zamierzamy znalez¢ punkt staly przeksztalcenia T. Wiemy, ze Df(0) = 0.
Funkcja f jest klasy C*, zatem istnieje liczba § > 0 taka, ze

1
IDf@) < 55 lllle <26, (11.4)

gdzie po lewej stronie wystepuje norma macierzy jako odwzorowania R" w
R"™ z norma euklidesowg w R"™. Oznaczmy

B(s = {$ e R" : HZL’HQ < (5}
oraz
X ={f:Bs— Bs : f jest ciagla}.

Okreslamy metryke w X wzorem

(g1, 92) = sup [lg1(x) = ga()]l2-
r€Bj§

Wtedy (X, d) jest przestrzenia metryczna zupelna, bo zbiér By jest zwarty a
funkcje f € X sa ograniczone.

Pokazemy, ze T odwzorowuje X w siebie i jest zwezajace. Dla g € X
funkcja T'g jest ciagta. Ponadto dla ||y[|2 < § mamy

ITg(y)ll2 = 1f(y+ g2,y +g(y)ll2 < 20.

Dalej dla ||z]]2 < 20 obliczamy

1

F(tz) dt = /Df(tx) L dt.

0

Zatem
1 1 1
IF@l2 < [I1Df(t2) - allzdt < [IDF() 2]z de < Sl <.
0 0

Podstawiajac * = y + g(y) otrzymamy [[Tg(y)|2 < ¢ dla |y|| < 0, czyli
Tg € X. Sprawdzamy warunek zwezania. Mamy

1

f() = fla) = [ Dffa+tb—a)-(b—a)dt.

0
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Zatem .
1£(b) — f(all2 < / [Df(a+tb—a))ldt|b— al?.
0

Podstawiamy a = y + g1(y) oraz b = y + g2(y) dla g1, 92 € X oraz y € Bs.
Wtedy a,b € Bas zatem a+t(b—a) € Bays. Korzystajac z (11.4) otrzymujemy

|Tg1(y) — Taga(y)ll2 = [|f(y + 9:(v)) — f(y + g2(¥)) |2

< / [Df(a+t(b—a))lldt[ga(y) — g1 (y)ll2 < ;Ilga(y) = 91(y)|2-

To oznacza, ze

d(Tg1,Tge) < =d(g1,g2).

1
2
7 Twierdzenia wynika, ze odwzorowanie T posiada punkt staly g € Bs. Ale
wtedy na podstawie wzorow (11.2) i (11.3) funkcja ¥(y) = y + g(y) jest

odwzorowaniem odwrotnym do ¢.

12 Zadania

1. Udowodnié¢ nieréwnosé Holdera

ab < lap + lbq’
p q

gdzie a,b > 0, p,q > 1 oraz % + % = 1. Wyznaczy¢, kiedy zachodzi
rownosc. Wskazowka:

(Sposob I) Naszkicowaé wykres funkcji y = zP~!. Poréwnac¢ pole prosto-
kata [0, a| x [0, b] z suma pol dwu obszaréw: (1) ograniczonego wykresem
funkeji, osia OX, i prosta x = a, (2) ograniczonego wykresem funkcji,
osia OY i prosta y = b. (Sposob II) Przyja¢ y = 1 i pokazaé, ze funkcja
flz) = %a:p —x+ % przyjmuje minimum w punkcie x = 1.

2. Pokazaé¢ nieréwnos$é Holdera

n n 1/p n 1/q

> Ty < (Zl’f) (Z?ﬁ’) :

i=1 i=1 i=1

gdzie x;,y; > 0, p, ¢ jak poprzednio. Kiedy zachodzi réwnosé ? Wskazoéwka :
n

Zatozy¢, ze obie sumy Y-F ; x¥ 1 3 | y? nie przekraczaja 1. Zastosowaé
poprzednie zadanie do kazdego z iloczynow x;y;.
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. Pokazaé, ze

n
>zl
=1

n 1/p
<Z |J}i’p> = max
i=1 ;

n 1/q
i=1

gdzie z;,y; € C, p i q jak poprzednio.

. Pokazaé¢ nieréwnos¢ trojkata dla normy

n 1/P
lall, = (Z |xi|p)
=1

okreslonej na C". Wskazéwka: Skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

. Uogolni¢ trzy poprzednie zadania na sumy nieskonczone.

. Dla py > p1 2 11in € N znalez¢ najlepsze state w nieréwnosciach

n 1/p1 n 1/p2 n 1/p2 n 1/p2
(Z Hxiupl) <a (Z Hwium) , (Z H%H“) <o (Z uxium) .
=1 =1 =1 =1

. Pokazaé, ze (P C (P2, jesSli p; < po. Wskazéwka: Jesli ||z, < 1, to

|z,| <1 dla wszystkich n.

. Skonstruowaé cigg = € 2 taki, ze x € (P dla kazdego p < 2.

. Pokaza¢ catkowa nieréwnosé¢ Holdera

[ s@o@anta) < ([ sem)” ([ otz)”

dla nieujemnych funkeji f(x) i g(x), p i ¢ jak w zadaniu 1.

Pokazaé nieréwnosé trojkata dla normy

151 = (f irane)

gdzie f jest zespolong funkcja na Qi p > 1. Wskazéwka: Wyprowadzi¢
wzér analogiczny do wzoru z zadania 3.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Wskaza¢ norme¢ w przestrzeni R” inng niz normy || ||, dla 1 < p <
oo, ale taka, ze |le;|| = 1 dla kazdego z wektoréw standardowej bazy
€1, ..., €En.

Pokazac, ze w przestrzeni liniowej unormowanej X zbiory
{reX : |z|| <1} {reX : |z| =1}
sg domkniete.

Pokazaé, ze ciag funkcji f, jest zbiezny do funkcji f w normie prze-
strzeni C10, 1] (tzn. || f, — flle — 0 przy n — oo) wtedy i tylko wtedy,
gdy f, jest jednostajnie zbiezny do f.

Udowodnié¢ zupetnosé przestrzeni C[0,1]. Wskazéwka: Dla ciagu Cau-
chy’ego f, pokazaé zbiezno$¢ punktows korzystajgc z nieréwnosci

[fa(t) = @] < W fo = finlloo

i z zupelnosci C (lub R). Niech f bedzie granica punktowa ciagu f,.
Pokazac, ze f jest jednostajng granicg ciggu f, korzystajac z nieréw-
nosci

[fu(t) = FO < [ fim () = FO] 4 [1fn = Fnlloo-

Pokazaé, ze f jest ciagta, korzystajac z nieréwnosci

1f @) = f()] < [fult) = fuls)[ 4+ 2] fn = fllo-

Uwaga: Dowdd przenosi sie na przypadek C'(K) przestrzeni funkeji cia-
glych na zwartej przestrzeni metrycznej (lub topologicznej) K.

Niech ¢ oznacza przestrzen liniowa ciggdéw zbieznych o wyrazach ze-
spolonych. Niech |[{z,}|| = sup,,>, |7,|. Pokaza¢, ze c jest przestrzenia
Banacha. Pokaza¢, ze ciagi zbiezne do 0 tworza domknieta podprze-
strzen ¢y w c. Wskazéwka: Mozna utozsamié ¢ z C(K), gdzie K =

{1,3.5....,%,...}u{o}.

Udowodnié twierdzenie Weierstrassa o gestosci wielomianéw w Cl-1,1]
korzystajac z tego, ze kazda funkcja ciagta o okresie 27 jest jednostaj-
ng granicg ciggu wielomianéw trygonometrycznych. Wskazéwka: Dla
funkcji ciagtej f(z) okreslonej na [—1,1] funkcja f(cost) ma okres 27
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17.

18.

19.

20.

21.
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i jest parzysta. Z tego powodu mozna ja aproksymowacé jednostajnie
wielomianami trygonometrycznymi postaci

agp+ a;cost+ ...+ a,cosnt.
Zauwazy¢, ze cosnt jest wielomianem od cost tzn.
cosnt = T,,(cost),

gdzie T,, jest wielomianem stopnia n. Pokazaé, ze funkcje f(z) mozna
aproksymowac jednostajnie wielomianami postaci

agp + (llTl(l’) + ...+ anTn(ac).

Dla funkcji ciaglej f na przedziale [0, 1] okreslamy wielomian Bernste-
ina wzorem

BN =3 (5) -t

Pokazaé, ze B, (f) jest jednostajnie zbiezny do f. Wskazéwka: Zajrzeé
do ksiazki S. /Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych (roz-
dziat I §3, Twierdzenie 1).

Udowodnié¢, ze jesli x, — x oraz y, — y w przestrzeni unormowane;j
X, to x, +y, — x + y. Pokazac, ze jesli A\, — A\, gdzie \,, A € C, to
ATy — AL.

Pokaza¢ zupelnosé przestrzeni LP(0,1), dla p > 1. Wskazéwka: Poste-
powaé tak jak w przypadku p = 1. Skorzysta¢ z nieréwnosci

122 1falle < 32 M1 flly

W przestrzeni Cg|0, 1] znalezé odlegtosé funkcji 2 od dwuwymiarowej
podprzestrzeni £ = {ax +b : a,b € R}.

Pokazaé, ze dla 0 < p < 1 funkcjonal ||(z,,)[, = (02, |2]P) P okreglo-
ny na ciggach dla ktérych szereg wystepujacy w definicji jest zbiezny,
nie jest norma, bo nie spetnia warunku tréjkata. Pokazac, ze spetnione
sg nier6wnosci

e +yllp < ll=llp+ il Mz +yll, < 2Y7(lzl, + llyll,)-
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22.

23.

24.

25.

26.

*27.

Pokazaé, ze L'(0, 1) zawiera dwie liniowo niezalezne funkcje f i g takie,
ze || f +glli = || fll1 + |lgll1- Pokazaé, ze w normie przestrzeni LF(0, 1),
dla 1 < p < o0, taka sytuacja nie jest mozliwa.

Pokazac, ze jesli X Y sa przestrzeniami unormowanymi z normami
Il Ilx, || - |ly, to ich suma prosta X @Y jest przestrzenia unormowana
7 norma

lz @yl = llzllx + llylly-

Pokazac, ze jesli X 1Y sg zupetne, to rowniez X @Y jest zupelna.

Dla ciggu X,, przestrzeni unormowanych z normami || - ||x, okreslamy
sume prostg X

X = {{zntnen | 20 € Xo, {zall = l|7allx, < 00}

n=1

Pokazaé, ze X jest przestrzenia unormowang z norma ||{z, }||. Pokazac,
ze X jest zupelna jesli wszystkie X, sa przestrzeniami zupetymi.

Udowodni¢, ze jesli podzbiory A C B przestrzeni metrycznej X spel-
niajg warunek, ze A jest gesty w B oraz B jest gesty w X, to A jest
gesty w X.

Wykorzysta¢ poprzednie zadanie aby udowodni¢, ze wielomiany o wspot-
czynnikach wymiernych stanowia gesty podzbiér przestrzeni Cg|0, 1] z

normie || - ||oo. Udowodnié, ze ciagi (x,)2, o skonczenie wielu wyra-

zach niezerowych takich, ze x,, € Q+1Q stanowia gesty podzbioér kazdej

przestrzeni (7 dla 1 < p < co, w normie || - ||,

Dla domknietej podprzestrzeni M w przestrzeni Banacha X z norma
| - |lx, okreslamy przestrzen ilorazowa X /M jako przestrzen klas row-
nowaznosci wzgledem relacji w X

r~y jesi x—ye M.

Oznaczajac klase réwnowaznosci elementu = € X przez [z] okreslamy
dodawanie i mnozenie przez skalar wzorem

afz] + Bly] = [ax + By].
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Pokazaé, ze ta definicja jest poprawna, tzn. prawa strona zalezy jedynie
od klas rownowaznosci, z ktorych pochodza x i y, a nie od samych
elementow x 1 y.
Okre$lmy

[l = inf e~ M]x.

Pokazaé, ze ta funkcja ma wlasnosci normy. Pokazaé, ze X/M z ta nor-
ma jest przestrzenig Banacha. Wskazéwka: Pokazad, ze jesli Y- ||[z,]] <
00, to szereg Y. [x,] jest zbiezny. W tym celu dla kazdego n wybraé
m, € M tak, aby

[0 — malx < 2rr1LIelzf\/[ @0 — mu|x-

Zauwazy¢, ze szereg > (x, — my,) jest zbiezny w X. Oznaczajac jego
sume przez s pokazac, ze [s] = Y[z, w X/M.

28. Niech X = C[0,1] i M = {f | f(0) = f(1) = 0}. Pokaza¢, ze X/M

mozna utozsami¢ z C?, z normg ||(z1, x2)|| = max{|z1|, |z2|}.

%29. {x,}22, jest gestym podzbiorem kuli jednostkowej w przestrzeni Bana-
cha X. Okredlmy odwzorowanie J : /! — X, wzorem

J i Aan}nlo — Z (nTn
n=0
(a) Pokazaé, ze odwzorowanie J jest ciagte.

(b) Pokazal, ze kerJ jest domknigte i ze J "podnosi” si¢ do ciagtego
odwzorowania J z przestrzeni ilorazowej ¢! /ker J w X.

(¢) Pokazaé, ze Im J = X. Wskazéwka. Przy ustalonym z, ||z| = 1,
wybra¢ indukecyjnie x,,;) tak aby

k
||$ — ZQ_ZiL'n(i)H <27k,
=0

(d) Zamieniajac w (c) liczbe 2 na 3,4, ..., pokazaé, ze J jest izometria.
30. Znalez¢ norme operatora identycznosciowego z LP(a,b) w L%(a,b).

31. Rozwazamy przestrzenn X = R" z norma || -||2. Niech A bedzie macierza
symetryczng wymiaru n X n o wyrazach rzeczywistych. Pokazaé¢, ze
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

norma operatora liniowego zwiazanego z A z przestrzeni X w siebie, jest
réwna najwiekszej z liczb ||, gdzie A jest wartoscia wlasna macierzy A.
Jaka jest norma operatora liniowego zwiazanego z macierza ortogonalng
U, tzn. taky, ze U7 = U~1,

Dla jakich funkcji a(z) operator mnozenia przez a(x) jest ciaglym od-
wzorowaniem z LP(0,1) w L9(0,1) 7

Obliczy¢ norme operatora
1 ™
suf(@) = 5 [ Dal®)f (@ = Dyt
2m g

w przestrzeni C[—m, 7] i w przestrzeni L*(—m, ), gdzie D,(t) = 1 +
2cost+ ...+ 2cosnt.

Podzbior A przestrzeni unormowanej X nazywamy ograniczonym, jesli
SUP,ea |lal| < oo. Pokazaé, ze operator liniowy T : X — Y z przestrzeni
unormowanej X w przestrzen unormowang Y jest ograniczony wtedy i
tylko wtedy, gdy przeksztatca ograniczone podzbiory X w ograniczone
podzbiory Y.

X, Y, Z sa trzema przestrzeniami unormowanymioraz 17 : X — Y i1y :
Y — Z sg operatorami liniowymi ograniczonymi. Pokazaé, ze ztozenie
15T, jest operatorem ograniczonym z X do Z oraz || 15T} || < || 11|12
Pokazac, ze jesli T': X — X jest operatorem liniowym ograniczonym,
to dowolna potega T™ (w sensie ztozenia) jest operatorem ograniczonym
oraz, | 17| < [T

Pokazaé, ze jesli T' # 0 jest operatorem liniowym ograniczonym z X do
Y oraz ||z|| < 1 dla pewnego z € X, to ||Tz|| < ||T].

Pokazac, ze operator T': >° — (> okreslony wzorem
T(xy,x x ) = (21, 52 Ly )
1y L2y -y bmy - 1y, 9b2y ey nbmy - v

jest liniowy i ograniczony.

Pokaza¢, ze obraz Im T operatora liniowego ograniczonego 7' : X — Y
nie musi by¢ domknietg podprzestrzenia w Y. Wskazéwka: Poprzednie
zadanie.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.
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Pokazac, ze jadro ograniczonego operatora liniowego 7' : X — Y, tzn.
kerT = {x € X| Tx = 0} jest domknieta podprzestrzenia w X.

Pokazaé, ze odwzorowanie odwrotne 7! : Im7T — X operatora T :
X — Y nie musi by¢ ograniczone. Wskazéwka: Zadanie 4.

Znalez¢ obraz operatora T : C[0,1] — C[0, 1]
(T1)@) = [ F()dy.
0
Znalez¢ operator odwrotny 77! : ImT — C[0,1]. Czy T jest liniowy i

ograniczony 7

Na C0, 1] okreslamy operatory S i T wzorami

1
(TH@) == [ fWdt (S)@) = f(@).
0
Czy operatory T' i S sa przemienne, tzn. czy T'S = ST 7 Obliczy¢
normy operatorow S, T, ST, iTS.

Niech X bedzie przestrzenig liniowg wszystkich ograniczonych funkcji
o wartosciach rzeczywistych okreslonych na R z norma

If1] = sup | f(2)].
zeR

Dla ustalonej liczby § okreslmy odwzorowanie (T'f)(z) = f(z — 9).
Pokazac, ze T' jest ograniczonym operatorem liniowym X w siebie.

Pokazaé, ze normy w przestrzeniach ¢ oraz LP(0, 1) nie pochodza od
iloczynu skalarnego dla p # 2. Wskazéwka: Wskaza¢ dwa elementy, dla
ktorych nie zachodzi réwnos$é rownolegtoboku.

Pokazac, ze jesli (z,y) = 0, to |lz +y|* = ||=[]* + [[y||*. Czy odwrotna
implikacja jest prawdziwa ? Poda¢ przyktad.

W przestrzeni z iloczynem skalarnym warunek ||z|| = ||y|| implikuje
(x +y,z —y) = 0. Co to oznacza geometrycznie 7
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47.

48.

49.

50.

ol.

52.

93.
o4.

95.

56.

Sprawdzi¢ tozsamos¢é Apoloniusza w przestrzeni z iloczynem skalarnym.
Iz = 2l + Il = ylI* = 3z — ylI* + 2l — 3z + »)|I*
Pokaza¢, ze mozna ja uzyskac¢ z réwnosci rownolegtoboku.

Pokazaé, ze jesli x,y # 0 oraz (x,y) = 0, to wektory z i y sa liniowo
niezalezne. Rozszerzy¢ te wtasnos¢ na wieksza liczbe wektorow.

Udowodnié, ze jedli z,, — x oraz 4, — y, to (T, Yn) — (T, y).

Pokaza¢, ze (r,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ||z + ay|| > ||=| dla
wszystkich skalarow o.

Podzbior A przestrzeni liniowej nazywamy wypuktym, jesli z tego, ze
x,y € A wynika, ze %(m +y) € A. Pokazaé, ze jesli A jest niepustym,
wypuklym i domknietym podzbiorem przestrzeni Hilberta H, to dla

kazdego wektora x € ‘H istnieje jedyny wektor z € A speliajacy
| = zl| = inf{]lz —yl| : y € A}.

Wskazéwka: Przeanalizowa¢ dowod z wyktadu dotyczacy przypadku,
gdy A jest domknietg podprzestrzenig liniows.

Pokazaé, ze w niepustym i domknietym zbiorze wypuktym A istnieje
element z taki, ze

|2l = mf{{lyll - y € A}
Pokaza¢, ze domkniecie zbioru wypuktego jest zbiorem wypuktym.

Pokazaé, ze zbior M = {x = (z;) : Y x; = 1} w przestrzeni C"
jest wypukty i domkniety. Znalezé w M element o najmniejszej normie
euklidesowe;.

Dla zbioru M w przestrzeni Hilberta H przez M~ oznaczamy zbior
wektoréw x takich, ze (x,v) = 0 dla wszystkich v € M. Pokazaé, ze
M+ jest domknieta podprzestrzenig liniows.

Pokazac, ze jesli A C B, to

A C ALL BL C AL ALLL — AL
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o7.

o8.

29.

60.

61.
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Pokazaé, ze dla podzbioru A w przestrzeni Hilberta, A+ jest najmniej-
szg domknietg podprzestrzenig zawierajaca A.

Niech A oznacza podzbidr przestrzeni £? ztozony ciggéw absolutnie su-
mowalnych o sumie wspotrzednych réwnej 0. Pokazaé, ze A jest pod-
przestrzenig liniowg w 2. Znalezé domkniecie zbioru A w przestrzeni

2.
Pokazac, ze jesli M jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilber-

ta, to M++ = M.

Podzbiér A unormowanej przestrzeni liniowej nazywamy liniowo ge-
stym jesli przestrzen linA jest gesta. Pokazac, ze podzbiér A przestrzeni
Hilberta jest liniowo gesty wtedy i tylko wtedy, gdy A+ = {0}.

Udowodni¢ twierdzenie Jordana—von Neumanna dla przypadku rzeczy-
wistego, tzn. pokazac, ze norma spelniajaca warunek réwnolegtoboku
na rzeczywistej przestrzeni liniowej pochodzi od rzeczywistego iloczynu
skalarnego. Wskazéwka: Zdefiniowaé¢ funkcje

R(z,) = (@,9) = 3w + 9l = o — yI1)

Nastepnie pokazaé, ze ta funkcja okresla iloczyn skalarny wedtug po-
nizszego schematu.

(a) POkazaé7 ze <$,y> = <y,$> oraz <—I,y> = —<.’17,y>
(b) Korzystajac z rownosci réwnolegtoboku wykazaé, ze

<‘7“1 + Za, 2y> - 2<[E1,y> + 2<ZL’2,y>

(¢) Na podstawie (b) udowodni¢, ze (x,2y) = 2(x,y) = (2x,y), a
nastepnie
(T + 2, y) = (21,9) + (22, 9).

(d) Udowodnié¢ przez indukcje, ze
(nz,y) =n{z,y), neN

a nastepnie
(re,y) =r(z,y), req
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62.

63.

64.

(e) Zauwazy¢, ze jesli x, — x, to (z,,y) - (x,y). Pokazaé, ze zatem
(re,y) =r(z,y), reR.

Udowodni¢ twierdzenie Jordana—von Neumanna dla przypadku zespo-
lonego. Wskazéwka: Okreslmy R(x,y) jak w zadaniu 1. Nastepnie niech

(z,y) = R(z,y) —iR(iz,y).
(a) Pokazaé, ze R(iz,y) = —R(z,iy) a nastepnie (y,x) = (x,y).

(b) Pokazaé, ze (ix,y) = i(r,y) a nastepnie na podstawie zadania 1
(Ax,y) = Max,y) dla XA € C.

Dla rzeczywistej przestrzeni liniowej unormowanej X okreslamy prze-
strzen V = X +iX z norma ||z + iyl = +/||z]]? + ||y||?, dla z,y € X.
Pokazac, ze V jest zespolong przestrzeniag unormowang. Pokazac, ze je-
sli norma w X spelnia warunek réwnolegtoboku to réwniez norma w Y
speklia ten warunek.

Macierza Grama uktadu wektoréw {z;}?_; w przestrzeni z iloczynem
skalarnym nazywamy macierz ((z;,z;));,;-,. Pokaza¢, ze wyznacznik
macierzy Grama nie znika wtedy i tylko wtedy, gdy wektory {z;}",
sg liniowo niezalezne. Wskazéwka: Jesli wektory sg liniowo zalezne, to
wiersze macierzy sa liniowo zalezne. To dowodzi implikacji w jedna
strone. Dla dowodu w druga strone zastosowaé¢ indukcje wzgledem n.
Zauwazy¢, ze wyznacznik Grama mozna zapisa¢ jako iloczyn skalarny
wektora x,, z wektorem

(.Thxl) (.Th.rg) ... (l‘hxn)
($2,$1) (332,1’2) Ce (ZL’Q,ﬁn)
(Tn-1,21) (@p-1,22) ... (Tno1,T0)
T To c Tn
Pokazaé, ze v, jest ortogonalny do wektoréw xq,...,x,_1. Niech Ay

oznacza wyznacznik Grama pierwszych k wektorow uktadu. Pokazaé, ze
(Un, ) = Ap_1A,,. Jesli wyznacznik Grama znika, to v, = 0. To ozna-
cza, ze wektor x,, jest liniowa kombinacja pozostatych wektorow, bo z
zatozenia indukcyjnego wspétezynnik przy z, jest niezerowy (wspot-
czynnik ten jest rowny A,,_1).

Pokazaé¢, ze wyznacznik Grama jest zawsze nieujemny.
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65. Niech {z;}3°, bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Pokazad,

ze wektory
1

Yn = V Kn—lzn
stanowig uktad ortonormalny o wlasnosciach:
(a) Yn 1 {iL‘l, Ce ,.’ljn,l};
(B) (Yn,¥n) = 1;
(€) (Yn,Tn) > 0;
(d) lin{yy,...,yn} = lin{zy, ..., 2.}
Pokazaé, ze warunki (a)—(d) wyznaczaja uktad {y,}. Przejscie od ukta-

du {z,} do ukladu {y,} nosi nazwe procesu ortogonalizacji Grama—
Schmidta.

Un,

66. Niech H = L*(—1,1) oraz z,(t) = t" !, dlan = 1,2,.... Pokaza¢, ze
uktad x, jest liniowo niezalezny. Znalez¢ vy, yo oraz ys.

67. Niech
zﬂ(eﬂg)
dzn '

Pokaza¢, ze H,, jest wielomianem stopnia n. Udowodni¢, ze

H,(z)=(—-1)"e"

+oo

/ Hp(2)Hy(z)e " dz =0, n#m,

—00
tzn. H, tworza uklad ortogonalny w L%(R, e~*"dz). H, nazywamy wie-
lomianami Hermite’a.

68. Zmnalez¢ rzuty ortogonalne wektorow na podane podprzestrzenie:
(a) f(z)=23 M =Ilin{l,z}, H = L*0,1).
(b) f(z)==2z, M =Ilin{l,cosz,sinz}, H=L*—m7).

69. Obliczy¢ normy funkcjonaléw na przestrzeni H.

(a) «(f) Z/O1 af(z)dx, H=L*0,1).

b) o(f) = / flo)de, H=L2(R,e* dr).

©) elr))=> = H=0
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

Czy funkcjonal f +— f(0) rozszerza si¢ z C[—1,1] do ograniczonego
funkcjonatu liniowego na przestrzeni Hilberta L*(—1,1) ?

Pokaza¢, ze iloczyn skalarny na przestrzeni z iloczynem skalarnym jest
ograniczong forma pottoraliniows.

Forma hermitowska nazywamy forme pottoraliniows spelniajaca

B(y,x) = B(x,y).
Pokazaé, ze ograniczona forma hermitowska jest postaci
B(z,y) = (z, Ay)
dla ograniczonego operatora liniowego spetniajacego A* = A.
Forme poltoraliniowa nazywamy nieujemna jesli B(x, z) > 0 dla wszyst-

kich wektorow = € H. Pokazaé, ze forma nieujemna jest hermitowska
oraz spelnia nierownos¢ Schwarza

|B(x,y)|* < B(x,z)B(y,y).

Dla nieujemnej formy péttoraliniowej B(x, y) okreslmy p(x) =/ B(x, x).
Pokaza¢, ze p(z +y) < p(z) + p(y) oraz p(Az) = [A|p(z).

Pokazaé, ze ||A*|| = ||A|| dla ograniczonego operatora liniowego A.

Dla zespolonej funkcji k(z,y) ciagtej okreslamy operator

Af@) = [ ) f () dy

dla f € L*(0,1). Sprawdzi¢, ze A jest ograniczony. Znalezé operator
A*.

Zmalez¢ operator sprzezony do operatora
(Th)@) = [ F)dy

okredlonego na H = L?(0,1).
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78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

*87.

Analiza funkcjonalna I

Pokaza¢, ze odwzorowanie A — A* na przestrzeni B(H) := B(H,H)
jest antyliniowe.

Niech A : —H bedzie ograniczonym operatorem odwracalnym. Poka-
zaé, ze (A~H)* = (A*)~L

Pokazaé, ze dla A, B € B(H) mamy (AB)* = B*A*.
Pokazaé, ze ||A*|| = ||A|| dla kazdego operatora A € B(H).

Niech A bedzie ograniczonym operatorem na H spetiajacym A(M;) C
M, dla podprzestrzeni M;, M, C H. Pokaza¢, ze A*(Ms-) C Mi-.

Pokazaé, ze dla operatora A € B(H) zachodzi

ker A = (Im A*)* ImA C (ker A%)™ .

Pokazaé, ze jesli dwa operatory liniowe Tj, Tp spehiaja (Tix,z) =
(T\z, z) dla kazdego = € H, to T} = Ts.

Dla ograniczonego operatora liniowego 7' : 'H — H okreslamy operator
S =14 T*T, gdzie I oznacza operator identycznosciowy. Pokazaé, ze
S spetnia

| < ISzl < (1 + 1T)1) 2] ]|

Nastepnie pokazaé, ze S jest roznowarto$ciowy i ze podprzestrzen Im S
jest domknigta. Korzystajac z zadania 83 udowodnié, ze Im S jest gesta
w H. Pokazaé, ze S jest odwracalny oraz ||S™!| < 1.

Pokazac, ze funkcjonal liniowy ¢ na przestrzeni unormowanej jest cia-
gty wtedy i tylko wtedy, gdy jego jadro kery = {z : ¢(x) = 0} jest
domknieta podprzestrzenia. * Pokazaé, ze jesli ¢ jest nieciagty, to jego
jadro jest gesta wypukta podprzestrzenia. Pokazaé, ze wtedy catg prze-
strzen mozna zapisa¢ w postaci sumy mnogosciowej dwu roztacznych,
gestych i wypuklych podzbioréw.

Pokazaé, ze na przestrzeniach C[0, 1] oraz ¢? istnieja nieciagle funkcjo-
naty liniowe. Wskazdéwka: Okresli¢ funkcjonaly na podprzestrzeniach
C10,1] i £* a nastepnie rozszerzy¢ do calej podprzestrzeni uzywajac
np. lematu Kuratowskiego-Zorna.
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88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

Pokazaé, ze dla kazdego niezerowego funkcjonatu liniowego ¢ na prze-
strzeni liniowej X istnieje wektor xq taki, ze X = Cxy & kerp. To
oznacza, ze ker ¢ jest podprzestrzenia liniowa kowymiaru 1.

Polnorma p(z) na przestrzeni X nazywamy funkcjonal p : X — C
spehiajacy p(z + vy) < p(z) + p(y), oraz p(ax) = ap(z), dla a > 0.
Pokazaé, ze p(az + (1 — a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y) dla 0 < o < 1.
Wykazaé, ze p(0) = 0, oraz p(—z) > —p(x).

Pokazaé, ze jesli pélnorma p(x) jest ciagta w z = 0 to jest ciaglta w
kazdym punkcie.

Niech p(z) bedzie pélnorma na rzeczywistej przestrzeni liniowej X.
Pokazaé, ze istnieje funkcjonal liniowy ¢ na X spelniajacy —p(—z) <
p(z) < p(x).

Niech X bedzie niezerowa przestrzenia unormowana. Pokazaé, ze ist-
nieje niezerowy funkcjonat ¢ na X.

Dwa elementy x i y przestrzeni unormowanej X spelniaja o(z) = ¢(y),
dla kazdego ¢ € X*. Pokazac, ze x = y.

Niech ¢ bedzie niezerowym rzeczywistym funkcjonalem liniowym na
X. Pokaza¢, ze obraz przez ¢ otwartego wypuktego podzbioru w X jest
otwartym przedziatem. Pokaza¢, ze gdy ¢ jest niezerowym zespolonym
funkcjonatem liniowym na X, to obraz przez ¢ otwartego wypuktego
podzbioru w X jest otwartym i wypuklym podzbiorem w C.

{z,} jest ciagiem elementéw w przestrzeni unormowanej X. Pokazaé,
ze x jest granicg kombinacji liniowych 77, ¢;z; wtedy 1 tylko wtedy,
gdy ¢(x) = 0 dla dowolnego funkcjonatu ¢ € X* takiego, ze ¢(z;) =0
dla 1 < j < oo. Wskazéwka: Rozwazy¢ najmniejsza domknieta pod-
przestrzen zawierajaca wyrazy ciagu {x,}.

Niech Y bedzie podprzestrzenig przestrzeni unormowanej X i x € X.
Pokazac, ze

dist(x,Y) = sup{|e(x)| : |l¢l| =1, ¢(y) =0dlay € Y}.

Pokazac, ze jesli vy, vs, . .., v, jest uktadem liniowo niezaleznym w prze-
strzeni unormowanej X, to istnieje ograniczony operator liniowy 7' :
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X — C" taki, ze T'(v;) = e;, gdzie {e;}}_, oznacza baz¢ w C". Wskazéwka:
Szuka¢ T w postaci T'(v) = Y7, @;(v)e;, gdzie p; jest ciaglym funk-
cjonatem na X.

98. Pokazaé, ze dla kazdej funkcji w(x) o wahaniu ograniczonym na [a, b]
istnieje funkcja o wahaniu ograniczonym w(z) lewostronnie ciagta w
(a,b) oraz w(x) = w(zx) dla kazdego punktu ciaglosci funkcji w. Poka-
zacé, ze wtedy

/ab f(z)dw(x) = /ab f(z)dw(x), f € Cla,b].

99. Pokazaé, ze jesli wy i wy sa funkcjami o wahaniu ograniczonym, ciaglymi
lewostronnie w (a,b), wy(a) = ws(a) oraz

b b
| f@dwi@) = [ f@)dus@),  f e Clab,
to wy(z) = we(x) dlaa <z <b.

100. M jest rodzina wszystkich funkcji z C10, 1], dla ktérych

/01/2 f(z)dx — /1; f(z)dx = 1.

Pokazaé, ze M jest zbiorem wypuktym, domknietym nie majacym ele-
mentu o najmniejszej normie || - | -

101. £°° jest przestrzenig wszystkich ciggéw ograniczonych o wyrazach rze-
czywistych. Pokazaé, ze istnieje funkcjonat liniowy ¢ okreslony na ¢
o wlasnosciach:

() inf Gy < ({Cn}) < supGa.
(ﬁ) @({Cn—i—l}) = W({gn})

Pokazac, ze

(iii) liminf ¢, < o({¢n}) < limsup ¢y,

gdzie liminf ¢, = sup,, inf,;,>, ¢ oraz limsup ¢, = inf,, sup,,>,, (m.
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102.

103.

104.

105.

Funkcjonal ¢ nazywa sie¢ granica Banacha i jest czgsto oznaczany przez
LIM. Wskazéwka: Rozwazy¢ podprzestrzen Y w (°° ztozona z ciggdéw
x, dla ktérych istnieje granica

1i£n%($1 +xo4 ...+ Tp).

T,, jest ciagiem ograniczonych operatoréow liniowych z przestrzeni unor-
mowanej X w przestrzen unormowang Y. Pokazaé, ze zbiér {z € X :
lim T, x istnieje} jest réwny X lub jest zbiorem I-ej kategorii. Wskazéwka.
n—oo

Niech

A = {reX: dim T istnieje},
B = {zxe X :sup|Tyz| < +oo}.

Mamy A C B. Jesli A nie jest pierwszej kategorii to réwniez B nie jest
I-ej kategorii. Zatem normy ||75,|| sa wspolnie ograniczone. Pokazaé, ze
wtedy A jest domkniety. Poniewaz nie jest I-ej kategorii, to zawiera
kule otwarta. Ale A jest podprzestrzenia liniowa. Zatem A = X.

Niech T, beda ograniczonymi operatorami liniowymi z przestrzeni Ba-
nacha X w przestrzen unormowang Y. Pokazac, ze jesli T, x jest zbiez-
ny dla kazdego x z przestrzeni Banacha X, to normy ||75,|| sa wspoélnie
ograniczone. Pokaza¢, ze operator okreslony wzorem

Tx = liyrln T,x

jest ograniczony oraz ||T'|| < liminf ||75,]|.

Niech a,, bedzie ciagiem o wyrazach zespolonych o wlasnosci, ze szereg

> anx, jest zbiezny dla kazdego ciagu {z,} € co. Pokazaé, ze Y  |a,| <

n=1 n=1

N
+o00. Wskazéwka: Rozwazy¢ funkcjonaly oy (z) = Z anr, dla x € ¢.

n=1

Ciag x,, wektoréw w przestrzeni Hilberta H ma wtasnosc¢ sup,, |(y, z,,)| <
+oo dla dowolnego y € H. Pokazaé, ze sup,, ||z,| < +o00. Wskazdwka.
Rozwazy¢ funkcjonaly liniowe y — (y, x,,).
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

Analiza funkcjonalna I

" {@mn fom=o jest macierza zespolona o wasnoéci : dla kazdego m € N
istnieje ciag {z(™M12, € 2, dla ktérego szereg 3 0% ) Apmnz(™ jest roz-
biezny. Pokaza¢, ze istnieje taki ciag {z, }°°, € €2, Ze szereg 302 GmnTn
jest rozbiezny dla wszystkich m € N.

Ciag elementéw x,, w przestrzeni unormowanej X ma wtasnos¢, ze ciag
liczbowy @(z,) jest ograniczony dla dowolnego ciaglego funkcjonatu ¢
okreslonego na X. Pokazaé, ze ciag ||x,|| jest ograniczony.

Niech X oznacza przestrzen unormowang ztozong z ciggdéw zespolonych
r = {z,} dla ktérych tylko skoriczenie wiele wyrazéw jest réznych od

zera, z normg ||z|| = max,, ||z,|. Okredlmy operator liniowy 7 : X — X
wzorem
1 1
Ty = (1’1, 51’2, 5273, .. )

Pokazaé¢, ze T jest ograniczony, ale 7! nie jest ograniczony. Czy to
przeczy twierdzeniu o odwzorowaniu otwartym 7

X jest przestrzenia Banacha wzgledem dwu norm || - |1, || - ||2, przy
czym || - ||l1 < ¢|| - ||2, dla pewnej statej c¢. Pokazaé, ze || - |2 < d|| - ||1,
dla pewnej stalej d.

M, N sa domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Banacha X taki-
mi, ze kazdy element z € X ma jednoznaczne przedstawienie x = m+n,
m € M, n € N. Pokazaé, ze istnieje stala ¢ taka, ze |m|| +||n|| < ¢||z]],
dla kazdego = € X.

Niech C,(R) oznacza przestrzen funkcji ciagtych o okresie 27. Poka-
zacé, ze kazdy ograniczony funkcjonat liniowy na tej przestrzeni ma po-

2
sta¢ o(f) = [ f(z)dg(z) dla pewnej funkcji lewostronnie ciagtej funkcji
0

o wahaniu ograniczonym na przedziale |0, 27] oraz ||| = Var(g).

Operator T jest okreslony na C(T) nastepujaco:
400 =R )
Tf=7 anf(n)e™,

dla pewnego ustalonego ciggu a,,, gdzie f(n) = (2m)~t [ f(t)e~"dt.
Zatozmy, ze T'f € C(T) dla dowolnej f € C(T). Pokazaé, ze T jest
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113.

114.

115.

*116.

*117.

118.

119.

120.

ograniczonym operatorem liniowym na C(T). Wskazéwka: Sprawdzi¢,
ze T" ma domkniety wykres.

Pokaza¢, jesli operator T' z przestrzeni unormowanej X w przestrzen
unormowang Y ma domkniety wykres oraz T~! istnieje, to réwniez T—1
ma domkniety wykres. Wskazéwka: Znalez¢ zwiazek pomiedzy wykre-
sami operatoréow 7' i T~ 1.

Niech X 1Y beda przestrzeniami unormowanymi oraz 77 : X — Y ma
domkniety wykres natomiast 75 : X — Y jest ograniczony. Pokazaé, ze
T1 + 15 ma domkniety wykres.

Pokazac, ze jadro operatora liniowego T : X — Y o wykresie domknie-
tym jest domknieta podprzestrzeniag w X.

Niech T bedzie ograniczonym réznowartosciowym operatorem liniowym
z przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha Y. Pokazaé, ze istnieje
stala ¢ > 0 taka, ze dla S € B(X,Y) jesli [|T — S| < &, to S jest
réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy, gdy obraz T'(X) jest domknieta
podprzestrzenia w Y.

Niech T bedzie ograniczonym operatorem liniowym z przestrzeni Ba-
nacha X na przestrzen Banacha Y. Pokazaé, ze istnieje stata ¢ > 0
taka, ze dla S € B(X,Y) jesli ||T — S|| < e, to S(X) =Y. Wskazéwka:
Wyznaczy¢ e z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym. Nastepnie dla
y € Y skonstruowaé x tak, aby Sz = y nasladujac dowodd twierdzenia
o odwzorowaniu otwartym.

Niech A bedzie samosprzezona podalgebra w C(K) oraz a,b dwoma
ustalonymi punktami w zwartej przestrzeni Hausdorffa K. Zal6ézmy, ze
A nie znika w K oraz rozdziela dowolne dwa punkty z; i x5 z wyjatkiem
a i b. Udowodni¢, ze kazda funkcje f € C(K) o wlasnosci f(a) = f(b)
mozna jednostajnie przyblizy¢ funkcjami z A.

Pokaza¢, ze dla kazdej funkcji f € CL[0,1] istnieje cigg wielomianéw
pn(x) taki, ze
/ / n
Qax |pa(z) = f(2)| + max |p;, () = f(2)] = 0.
Czy kazda funkcja ciagta z C([0,1] U [2,3]) jest jednostajna granica
wielomianéw 7
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121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

Analiza funkcjonalna I

Niech A oznacza rodzing wielomianéw p(x) o whasnosci p”(0) = 0. Czy

kazda funkcja ciagta z C[1,2] jest jednostajna granica elementéw z A
?

Czy dla e > 0 1 funkeji f € C[0, 1] mozna znalezé wielomian p(z) taki,
ze ||f — plloo <€ oraz p(2) =5, p'(2) =67

Rozwazmy przestrzen Hilberta H = L((0,1) x (0, 1)). Pokaza¢, ze jesli
funkcja h(x,y) € H spelnia

1

|| hays@gwdrdy =0, f.ge L0,
to h(z,y) = 0 prawie wszedzie.
Funkcja f € C[0, 1] spetnia

1
/ ' f(x) dr = 0, n
0

Pokazac, ze f = 0.

V

10.

Pokazac, ze dla miary o-skoriczonej p na zbiorze X przestrzenia sprze-
zona do LY (X, u1) jest L°°(X, u). Uwaga: W przestrzeni L (X, i) norma
jest okreslona przez

Hﬂmzhﬂ{ﬁm|ﬂ)|w4Cde®=0}

zeX\A

Obliczy¢ normy funkcjonaléw na przestrzeni LP(R, j1).
@ o) =] fla)da. du(x) = do

(b) ¢(f) = [ fl@)e=dr, dpu(z) = e da.

©) o)=L fme™,  p= X a.

1

(18

n

Ktoére z funkcjonatéow okreslonych na wielomianach rozszerzaja sie do
ograniczonych funkcjonatéw na C10,1] ?

(a) @(ag+ a1z + ...+ a,z™ )—ao,

(b) ¢(ap+ a1z + ...+ a,z™) =

(¢) wlag+amz+...+a2") = ao—l— sa1+ sas + .

@ )

L=y
n+1
plag + a1z + ...+ az” —a0+2a1+22a2+ Q”an
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128.

129.

130.

131.

A jest cigglym funkcjonatem liniowym nad R na przestrzeni funkcji
C'[0,1] o wartosciach zespolonych. A nazywamy samosprzezonym jesli
A(f) = A(f). Pokazaé, ze A jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy,
gdy A(f) przyjmuje wartosci rzeczywiste dla rzeczywistych funkcji f.
Pokazaé, ze kazdy funkcjonat A mozna roztozy¢ na sume A = A +iAy,
gdzie Ay, Ay sa samosprzezone, oraz rozktad ten jest jedyny.

Funkcjonal A na rzeczywistej przestrzeni Cgr(X), gdzie X jest zwar-
ta przestrzenia topologiczna, nazywamy dodatnim jesli A(f) > 0, dla
kazdej nieujemnej funkcji f. Pokazaé, ze |A|| = A(1), gdzie 1 oznacza
funkcje stale rowna 1. Wskazéwka. Skorzystac z nier6wnosci —|| f||oo1 <
f <||flleol. Pokazac, ze jesli funkcjonat A spelnia ||A|| = A(1), to A jest
funkcjonatem dodatnim. Wskazéwka. Jesli 0 < f < 1, to ||2f — 1| < 1.

Zaloézmy, ze liczby m,, maja wltasnosé

v e [0,1] Y ap* > 0= a,m, >0,
k=0 k=0

dla dowolnych n i a; € R. Pokaza¢, ze istnieje funkcja niemalejaca o
na przedziale [0, 1] taka, ze

1
my, = /x”do(az‘).
0

Wskazoéwka: Okresli¢ funkcjonal ¢ na wielomianach wzorem
olag+ a1z + ... + a,z™) = agmo + aymy + ... + a,my,.

Z zatozenia @ jest dodatni. Pokazaé, ze |p(p)| < mo||p|leo, gdzie p jest
wielomianem. Pokaza¢, ze ¢ rozszerza si¢ jednoznacznie do ograniczo-
nego funkcjonatu ® na Cg|0, 1]. Zauwazy¢, ze ® jest dodatni. Skorzystaé
z twierdzenia Riesza o postaci funkcjonatéw na Cg[0, 1].

Niech o bedzie funkcja niemalejaca na [0,1]. Dla n > 0 liczby m,, =
Jy "do(x) nazywamy momentami funkcji o. Pokazaé, ze momenty sa
liczbami nieujemnymi oraz spetniaja warunek

AVm, >0 dla N>1,n>0,

gdzie Am,, = m,—m, 1 1 AY = A(AN71). Wskazéwka: Obliczy¢ ANz
i zauwazy¢, ze ANp(z") = o(ANz"), gdzie ¢ jest okreslone jak w
zadaniu 15.
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x132. Ciag liczb nieujemnych m,,, n > 0 nazywamy catkowicie monotonicz-

nym jesli
ANm, >0 dla N>1,n2>0.
Pokazaé, ze istnieje funkcja niemalejaca o na [0,1] taka, ze m, =

fol x"do(x). Wskazéwka: Pokazaé, ze funkcjonal ¢ okreslony na wie-
lomianach wzorem

wlag+ a1z + ... + a,z™) = agmo + aymy + ... + a,my,

jest dodatni. W tym celu udowodni¢, ze jesli p jest wielomianem nie-
ujemnym stopnia N, to wielomiany Bernsteina B, (p) sa wielomiana-
mi stopnia N dla n > N. Ponadto z zalozenia ¢(B,(p)) > 0 oraz

¢(p) = lim,, B, (p).
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