Operatory sladowe

Niech H bedzie osrodkowsa przestrzenia Hilberta.

0.1. Lemma. KaZdy operator A € B mozna przedstawié w postaci
(0.2) A=A +iA,,
gdzie
1 1
A= -(A+ A* Ay = —(A - A"
1= S(A+AY), A= (4 A7)
sq hermitowskie.

Moéwimy, ze operator A € B(H) jest Sladowy, jesli dla dowolnych uktadéw ON
S I < App, g > | < 0.
n

0.3. Operator A jest Sladowy, wtedy i tylko wtedy gdy operator |A| jest Sladowy.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze A = U|A| i |A| = U*A, gdzie U jest czeSciowa izometria.
O

0.4. Operator A jest sladowy, wtedy i tylko wtedy gdy \A|1/2 jest Hilberta-Schmidta. Stqd
tez operator sladowy jest zwarty.

Dowadd. Rzeczywiscie

> <|Alpn,on > 1 =D IIAIY20ul.

n

O
0.5. Operator zwarty A o liczbach singularnych p, jest sladowy, wtedy i tylko wtedy gdy

Zun<oo.
n

Wtedy tez
Z‘ < A, Py > ’ < Zﬂn

n n

dla kazdych ukiadow ON. Co wiecej, suma
(0.6) Tr(A) =) < Apn. pn >

nie zalezy od wyboru ukiadu ONZ.
Dowdd. Niech {e,} bedzie ukladem ONZ wektoréw wlasnych |A|. Wtedy

S < A, o > |

n

=Y 1< |Alpn, Uthp > [ < DD ] < ns e > < Uthy, € >|
n n k

<Y < ener > <, en > <Y
k n &



Niech teraz {e,} bedzie baza wektoréw wlasnych |A|. Wtedy dla dowolnego ukladu ON

Y <Agp o >=> <Ak, Ut >= > ) < |Algg, en > < Urpp, en >,
k k L n

a po zmianie kolejnosci sumowania

Z <A()0k790k > :ZZ < Uena‘Pk > < ‘A|en7g0k >
k no k

= Z < Uep,|Ale, >= Z < Ae,, e, >
n n

Zmiana kolejnosci sumowania jest dozwolona, bo juz wyzej pokazaliSmy, ze

ZZ’ < Uena@k >< |A‘ena80k > ’ < Zuk.
n k ’

Dla sladowego operatora A definiujemy $lad wzorem (0.6). W szczegdlnosci

0.7. Jesli A jest Sladowy i hermitowski, a {\,} jest ciggiem jego wartosci wlasnych, to
Tr(A) =) A
n

Twierdzenie Lidskiego méowi, ze powyzszy fakt pozostaje w mocy dla dowolnego operato-
ra $ladowego, ale jego dowdd w ogdlnym przypadku jest bardzo trudny. Zainteresowanych
odsytamy do drugiego tomu monografii Dunforda-Schwartza. Twierdzenie to nazywa si¢
czasem twierdzeniem o réwnosci §ladu macierzowego (lewa strona) i §ladu spektralnego
(prawa strona).

Norme $ladowa operatora $ladowego definiujemy wzorem

1Al = Te| Al =) pn.

0.8. Funkcja A — || Al|1 jest normg na przestrzeni liniowej operatorow Sladowych.

Dowdd. Niech A+ B = W|A+ B, gdzie W jest czesciowa izometria. Wtedy dla dowolnego
uktadu ONZ

(0.9) HA—l—BH1:Z<]A+B]g0n,<pn>
n
(0.10) = < Apn,Wen >+ < Bop, Wep, >
n n
(0.11) <D pn+ Y vn= Al + ||Bl|x
n n
gdzie p, oraz v, sa odpowiednio singularnymi liczbami operatéw A i B. O

0.12. Operator A jest Sladowy, wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ukiad ONZ, taki zZe
(0.13) 3 Agn] < .



Dowdd. Ta wlasnoéé wynika z powyzszych wlasnosci i faktu, ze
|Az|| = [||Alz]|,  xe€H.

Tym niemniej

0.14. Niech A bedzie nieskonczenie wymiarowym operatorem Sladowym. Wtedy istnieje
uklad ON, taki ze

> Agr]| = oo.
k
Dowdd. Wystarczy pokazac, ze dla kazdego n istnieje m i skonczony uktad ON, takie ze
n+m
Y 1 Awkll > 1.
k=n

Niech {ey} bedzie uktadem ON wektoréw wlasnych A odpowiadajacych niezerowym war-
tosciom wlasnym A, ktérych jest nieskonczenie wiele. Przyjmijmy, ze |Agx| > Ap11| > 0 dla
wszystkich k € N. Dla ustalonego n niech m > |\,|~2. W przestrzeni m + l-wymiarowej
V =lin{en,ent1,.-.,Entm} rozwazmy operator unitarny U, taki ze

U(€n+en+1+---en+m) —
Vn "

Niech
wr = Uey, n<k<n+m.

Wtedy <@g, en >= \/—%, a wiec

m-+1 n+m [n+m 1/2
(0.15) SlAgrll= > Do I < Agpe; >
k=n k=n j=n
n+m m 4+ 1
(0.16) > | < @r, Aey > | > —=|\p| > 1.

O

0.17. Remark. Ostrzezmy Czytelnika, ze do tego, aby operator liniowy A byt sladowy, nie
wystarcza, aby

n
bylo spelnione dla jednego uktadu ONZ. Aby to zobaczy¢ rozpatrzmy operator
Sz = (0,21,2x1,3x9,...), z = (x1,22,...) €sp C I*(N}).

Jesli {e,} jest ukladem zero-jedynkowym, to dla kazdego n mamy < Se,,e, >= 0, a
operator S nie jest nawet ograniczony.

Przechodzimy teraz do ilustracji naszej teorii. Rozwazymy operatory catkowe w L2([0, 1]).
Zaczniemy od przyktadu. Niech

Vi@ = | " Fy)dy
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bedzie operatorem Volterry. Jak wiemy, jest to operator Hilberta-Schmidta, bo jego jadro
0<alz,y) = Xpa(y) <1

jest calkowalne z kwadratem. Nie jest to jednak operator §ladowy, bo

1

<Ve,, e, >= —,
2min

gdzie e, (x) = ™", Rzeczywiscie,

Vep(z) = / 2T dy =
0

2m,n(en(x) -1) n # 0,

Niech
(0.18) Af(a) = | ol y) I () dy

bedzie operatorem Hilberta-Schmidta na L?([0,1]). Jak wiadomo, jest to réwnowazne wa-

runkowi -
/ / la(z,y)|? dzdy < co.
0 Jo

Przypomnijmy tez, ze jadro hermitowskiego operatora Hilberta-Schmidta o wektorach
wtasnych

Apn = Ann
przedstawia sie zbieznym w L2([0, 1]?) szeregiem

a(x, y) = Z Anﬁpn(x)son(y)
0.19. Jedli jodro operatora (0.18) speinia dodatkowo warunek

1 r1
[ [ 1vate, P dedy < oo,
0 JoO

to A jest operatorem Sladowym.
Dowdd. Calkujac przez czesci, otrzymujemy
1 1
1
Af(@) = [ al@.)f () dy = ala, DSy = [ dy0(e,0)V 5 () d,
skad wnosimy, ze A = B — A’V gdzie
1

Af@) = [ dya(ay)dy
jest operatorem Hilberta-Schmidta, a

Bf(x)=a(z,1) < f,1>
operatorem jednowymiarowym. O

0.20. Jesli operator (0.18) ma ciggle jadro i jest Sladowy, to

Tr(A) = /01 a(z,z) dx.
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Dowdéd. Przyjmijmy na razie, ze A jest hermitowski. Niech ¢,, bedzie uktadem ONZ wek-
toréw wlasnych A. Jako ze A ma ciagle jadro, funkcje ¢, sa ciagle. Dla 0 < § < 1 jest

-5 s
(0.21) L($) = /01 /yy+ a(x,y) dedy
—§ ry+o
(0.22) =S [ el dody = PG).

Pokazemy, ze

1
lim 6 1 L(0) :/ a(x,z)dx
6—0 0
oraz

. -1 .
lim 6 P(6) = lim an A (8) = Zn: An,

gdzie

-0 )
ma®) =57 [ / " (@)l dedy.

co zakonczy dowodd dla A* = A.
Pierwsza réwno$é¢ wynika z faktu, ze a jest funkcja jednostajnie cigglta na kwadracie
[0, 1)2. Istotnie, dla zadanego ¢ > 0 istnieje dg i dostatecznie matych &

16 py+é 1-5
(0.23) |61 / / a(x,y) dedy — / a(x,z) dx|
0 Y 0
1-6 y+o
(0.24) < / 5*1/ la(x,y) — a(x,z)|dzdy < €,
0 y
a wiec takze
1
(0.25) S Al (6)] < / a(z,z) dz + €,
m 0

Dowéd drugiej zacznijmy od spostrzezenia, ze

1
M) = M@ < [ lala.t) = alw lea (0] dt

co dzieki jednostajnej ciggloéci a pokazuje, ze funkcje A\, sa jednakowo ciagle. Zatem
dla zadanego € > 0 i dostatecznie matych § > 0

1-4
©26)  Pama@) =M [ leaw)Pdo

1 y+o
(0.27) < [ len®I6™ 7 Pupn(@) = Apu(w)] dody <
Y

co pokazuje, ze dla kazdego n
%iH(l) Anmp(8) = A\p,

a to razem z (0.25) wystarcza, by zakonczy¢ dowdd przypadku hermitowskiego.
W przypadku ogdlnym wystarczy przedstawi¢ operator A w postaci A = A;+1iAs, gdzie
Aq i As sy hermitowskie, i zastosowaé wezedniej otrzymany wynik. O



0.28. Theorem (Mercer). Niech

As@) = [ ate.) ) dy

bedzie niewjemnym operatorem na L*([0,1]) z cigglym jadrem a € C([0,1)?). Niech {e,}
bedzie uktadem ONZ funkcji wlasnych A odpowiadajgcych wartosciom wltasnym p,. Wiedy

(029) a(xy y) = Z Nnen('x)m
n=1

wedlug zbieinosci jednostajnej. W szczegolnosci

[«angm“

a wiec A jest sladowy.

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze gdyby a(z, ) < 0 dla pewnego x € [0, 1], to istnialby zbi6r

U C [0, 1] miary dodatniej, taki ze a(z,y) < 0 dla (z,y) € U x U, a wtedy mieliby$my
<Ap,p><0, @=xUxU-

Zatem a(z,z) > 0 dla kazdego = € [0, 1]. Z tych samych powodéw

N
Z,un|en(x)\2 <a(z,x) < M, z € [0,1],
n=1

wige szereg Y, fin|en(x)|? jest zbiezny dla kazdego x. Co wiecej

00 L 0o 1/2 00 1/2
Z tnlen(z)en(y)]| < (Z ,Un|en(x)|2> ) <Z Hn|en(y)2> )
n=N n=N n=N

a zatem szereg (0.29) jest zbiezny wszedzie do a(x,y). W takim razie szereg przekatnio-
wy jest zbiezny do funkcji ciaglej a(x,z). Na mocy twierdzenia Diniego zbieznosé jest
jednostajna, co pociaga jednostajna zbieznosé szeregu (0.29), a zatem teze naszego twier-
dzenia. O



