Wskazdéwki do zadan

1. Lemat. Niech X bedzie przestrzenig metryczng. Cigg (z,) jest fundamentalny, wtedy
i tylko wtedy gdy dla kazdego ciggu liczb naturalnych (k)

nh_{go dist (zp4k,,2n) = 0.
2. Lemat. Przestrzeri I' jest ciggowo stabo zupeina.

Dowdd. Niech (f,) bedzie ciagiem elementéw [ fundamentalnym w topologii stabej. Na
mocy Lematu 1 dla kazdego ciagu k,, ciag fnir, — fn zbiega stabo do zera. Wtasnos¢
Schura pocigga, ze réwniez w normie. Stosujac jeszcze raz Lemat 1, wnosimy ze ciag (f,,)
jest fundamentalny w normie, a zatem zbiezny w ! w normie i stabo. O

3. Wniosek. Niech ) bedzie przestrzeniq z miarg i, a (f,) ciggiem funkcji catkowalnych,
takim zZe dla kazdej funkcji mierzalnej © ograniczonej g, ciqg | fng du jest zbiezny. Wtedy
wzor
v(E) =limy,(F) = lim/ fadu
n Jg
definiuje miare znakowang.
Dowad. Pokazemy, ze tak zdefiniowana funkcja zbioru v jest przeliczalnie addytywna.

Niech
A = UkAka

gdzie Aj, sa mierzalne i parami rozlaczne. Definiujemy elementy a, € I* wzorem
&n(l{) = I/n(Ak).

Ciag a, jest stabo fundamentalny w [!, co latwo wynika z zatozenia. Na mocy Lematu 2
ma stabg granice a € ['. Zauwazmy, ze z definicji

W takim razie

> v(A) =<a,l>= lim <a,1>

k=1
(4) BRI o %
= lim > va(Ar) = lim v (Ui2,4x)
k=1
= V(UL Ak) = v(A),
co bylto naszym celem. ([l

Uwaga. Jak wida¢, wszystko w koricu sprowadza si¢ do matego [!, wiec moja wcze-
$niejsza wskazowka byta chyba nietrafna.

5. Lemat. Niech
Tf(@) = [ k(v ) dy

bedzie operatorem catkowym na przestrzent X z miarg dy. Je$l jedro catkowe spelnia
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(niezaleinie od zmiennej wolnej) dla pewnej stalej C, to dla kazdego 1 < p < oo, operator
T jest ograniczony na LP(X)) z normq |T|| < C.

Dowaod. Dowdd opiera sie na dwukrotnie stosowanej nieréwnosci Holdera. Niech beda
dane funkcje f € LP(X), g € LY(X), gdzie 1/p + 1/q = 1. Mamy

[<Thg>1< [ [ 1k )l dylg()| de.

Szacujemy wewnetrzng catke

[ k) fw)l dy = [ Ik m)l ke, )71 () dy
< ([ niay) e ([ plswra) < cvere)

gdzie )
1/p
Fla) = ([ k@)l dy)
Zauwazmy, ze
[Py e = [ k@)l ) dydz < CIS ]
Zatem
1/
| <Tfg > <O [ F@)lga)ldo < ([ Flayds) g,

< Ol/qcvl/prHpHqu = C||f||p||9||q=
skad wynika teza. -



