Operatory zwarte

Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Odwzorowanie liniowe T nazywa sie zwarte, jesli obraz kuli
jednostkowej T'(B) jest zbiorem warunkowo zwartym. Przestrzen wszystkich operatoréw zwartych
na X oznaczamy przez C(X). Wprost z definicji widaé, ze kazdy operator T, dla ktérego dimIm T <
00, jest zwarty. Latwo tez zauwazy¢, ze C(X) jest przestrzenia liniowa.

0.1. Uwaga. Kazdy operator liniowy T € B(X) jest stabo-stabo ciagly.
0.2. Lemat. Jesli T jest odwzorowaniem zwartym na X, to dla kazdego ciggu (x,,)
Ty —w 0 = Tx, — 0.
W takim razie kazde odwzorowanie zwarte jest ciagle, a wiec C(X) C B(X). Przy dodatkowych
zalozeniach implikacje mozna odwrocié.
0.3. Twierdzenie. Jesli H jest osrodkowq przestrzemiqg Hilberta, to operator T przeprowadzajgcy
ciqgi stabo zbieine w zbiezne jest zwarty.

Mamy tez

0.4. Twierdzenie. Niech X bedzie refleksywna. Wtedy T € C(X), wtedy i tylko wtedy gdy T :
B — X jest stabo-mocno ciggly.

Dowdd. Niech T : B — X bedzie stabo-mocno ciagly. X jest refleksywna, wiec kula B C X, jest
zwarta, a stad obraz T'(B) jest zwarty w normie. Zatem operator T jest zwarty.

Druga implikacja nie wymaga zatozenia refleksywnoéci. Niech T': X — X bedzie zwarty. Wtedy
T(B) jest zbiorem zwartym i topologie slaba oraz normowa na tym zbiorze sie pokrywaja. Jako ze
kazdy operator liniowy jest stabo-stabo ciagly, T odwzorowuje B w sposéb stabo-mocno ciggly. [

0.5. Lemat. Jesli T,, € C(X) i T, — T, to T € C(X), a wigc przestrzen liniowa C(X) jest
domknieta.

0.6. Twierdzenie. Jesli T € C(X) i A € B(X), to AT € C(X) i TA € C(X). Innymi stowy C(X)
jest dwustronnym domknietym idealem w B(X).

Zauwazmy mimochodem, ze cqg jest idealem w 1°°. Analogia ta nie jest, jak zobaczymy, przy-
padkowa.

0.7. Lemat. Jesli T jest odwzorowaniem catkowym na przestrzeni Hilberta X = L*(Q) z jadrem
ke L*(M x M)

Tf(@) = [ a.9)fw)
M
to T jest odwzorowaniem zwartym o normie ||T|| < [|k]|2.

0.8. Lemat. Jesli T' jest odwzorowaniem na przestrzeni Hilberta H spelniajgcym warunek
D ITen? < oo,
n

to T jest zwarty i |T|> <X, [ Ten?.
0.9. Lemat. Jesli T € C(X), to T' € C(X™*).

Dowdd. Rozwazmy przestrzen C(T'(B)) funkeji ciaglych na zwartym domknieciu obrazu kuli jed-
nostkowej B C X. Funkcjonaly z kuli jednostkowej B* C X* stanowia domknieta podprzestrzen
funkcji jednakowo ciaglych w C(T'(B)), a wiec podzbiér zwarty. Odwzorowanie

C(T(B))> f— foT e€C(B)

jest ciagle, wiec obraz B* przez to odwzorowanie jest zwarty. Jesli zanurzymy X* w zwyktly sposéb
w C(B), to obraz ten jest réwny T’ (B*). O
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0.10. Lemat. Przypusémy, ze X ma baze Schaudera {e,}. Oznacza to, Ze dla kazdego x mamy
jednoznaczne przedstawienie
x = Z an(z)ey,
n

Wowczas
N
z) =sup || Y ax(@)ex]
N =1
jest normg zupelng réwnowazng normie || - ||. Co wiecej, funkcjonaly oy sq ciggle (wzgledem obu
norm).

Dowdd. Zauwazmy, ze m(z) < oo dla kazdego x, bo ciag sum czeSciowych szeregu Schaudera jest
zbiezny, a wiec ograniczony. Jednorodnos$é i wlasnoéé tréjk@ta sg oczywiste. Mamy tez

HxH—HZ% Jejll = lim Hzak Jer|l < m(z).

Mamy tez
|k (@) [lex]| < my(z) +me_1(z) < 2m(z),
wiec funkcjonaly an sa ciagle wzgledem normy m.
Norma m jest takze zupelna. Aby to udowodnié, przypusémy, ze (x,) jest ciagiem Cauchy’ego
wzgledem normy m. Wtedy dla kazdego k ciag ag(x,) jest zbieznym ciagiem liczbowym. Niech
ay, = lim,, ag(z,). Dla dowolnego € > 0 istnieje ng, takie ze dla n,m > ng i dowolnego N

N N
1D an(@n)er = anl@m)er] < e
k=1 k=1

a stad dla dowolnego M < N

N N
1> an@n)er — > ar(@m)ex]| < 2¢
k=M k=M

Przechodzac do granicy z m, otrzymujemy

N N
I Z ag(x,)er — Z arer| < 2e
k=M k=M

a wiec
N N
1D anerl <25+ (1 > anlan)exl,
k=M k=M
skad juz latwo wnioskujemy, ze szereg >, ; aiey jest zbiezny w normie | - || i reprezentuje wektor
Tg, taki ze

N N
m(z, — xo) = sup|| D ax(wn) — Y apex < 2e
N k=1 k=1

dla n > ng. Zatem ciag (x,,) jest zbiezny do xp w normie m, ktéra okazuje si¢ zupelna.
Jak zupelne i préwnywalne normy || - || oraz m sa wiec réwnowazne, a funkcjonaly a4 sa ciagle
takze wzgledem normy wyjsciowej || - || O

0.11. Twierdzenie. Jesli przestrzeri X ma baze Schaudera, to kazdy operator T € C(X) jest
granicg w normie operatorow skonczonego wymiary.



Dowdd. Niech {e,} bedzie baza. Projektory
P, (z)= Z ag(z)eg
k=1

sa ciagle 1 zbiezne mocno do I. Jako, ze zbiér T(B) jest warunkowo zwarty, P, sa zbiezne jedno-
stajnie na T(B), a to oznacza, ze P,T — T w normie. O

Kolejny lemat wprowadza namiastke pojecia ortogonalnosci w przestrzeniach Banacha.

0.12. Lemat (Riesz). Jesli Y jest domknietq podprzestrzeniq X, to dla kazdej liczby 0 < ¢ < 1
istnieje u € X o normie 1, taki Ze dist(u,Y’) > q.

Dowdd. Niech z ¢ Y i niech y € Y bedzie takie, ze a = ||z — y| < ¢ 'dist(z,Y). Niech u =
a Yz —y). Jak widaé, ||u|| = 1 oraz

dist(u,Y) > o~ dist(z,Y) > ¢.
]

Niech X,, bedzie ciggiem domknietych niezmienniczych podprzestrzeni operatora liniowego T'.
Jesli X, C )(71+:|_7 T, € X, \ X, i
Tx, = MTn (mod X,,_1),

to méwimy, ze ciagi (X, Tn, An) tworza gérny uklad trdjkgtny dla T.
Jedli natomiast X,, 11 C X, 2 € Xy \ Xpg1 1
Tmn = Anxn (mOd XTH-l)’

to méwimy o dolnym ukladzie trojkgtnym.

0.13. Lemat. Jesli (X,,, Tn, An) jest nieskoriczonym gérnym lub dolnym ukladem tréjkatnym dla
T e C(X), to A\, — 0.

Dowdéd. Niech (X,,, xn, An) bedzie gérnym ukladem tréojkatnym. Niech
Yn €< Xp—1 U{z,} >
bedzie wektorem jednostkowym i takim, ze dist(y,, Xn—1) = 1/2. Wtedy
Tyn = Anyn (mod X,,_1),
wiec dlam > n
Tym = Tyn = Anym (mod Xy,),
a to oznacza, ze
1Tym — Tynll = [Aml/2

dla nieskonczenie wielu n. Gdyby ciag (A,) nie dazyt do zera, istnialby podciag Ty, , z ktérego
nie dato by sie wybra¢ zbieznego podciagu.
O

0.14. Twierdzenie. Niech X bedzie przestrzenig Banacha. Niech T € C(X) i niech A =1+T.
Wtedy

i) Obraz operatora A jest domkniety.
ii) A jest surjekcjq, wtedy 1 tylko wtedy gdy jest injekcjq.

iii) dimker A < 0o oraz codimIm A < oo.
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Dowdd. i). Niech A : X/ker A — Im A bedzie zadany wzorem A(r(z)) = Az, gdzie 7 : X —
X/ ker A jest odwzorowaniem ilorazowym. Pokazemy, ze istnieje stala ¢ > 0, taka ze

[A(m(@)]| = clx(z)], =X
Gdyby tak nie bylo, to istnialby ciag ||z, || < 2, taki ze |7 (x,)| =1 oraz
17 () + T (aa)l| < 1/,
a wiec i podciag (z,, ), taki ze

lim 7(2,,) = — lim Tz, ) = m(z0).

k—oo k—o0
Jak jednak latwo zauwazy¢, w(xo) + Tﬂ(mo) = 0, wiec zg € ker A, ale to nie jest mozliwe, bo
|7 (o) = 1. ~

Z udowodnionej nieréwnosci wynika, ze A jest izomorfizmem na Im A, ktéry jest wobec tego
domkniety.

ii). Przypudémy nie wprost, ze A jest surjekcja, ale nie injekcja. Zdefiniujemy indukcyjnie ciag
wektoréw. Niech zp = 0 i niech 0 # x7 € ker A. Jesli dany jest juz wektor z,, niech Az, 11 = x,.
Niech jeszcze

X, =<2x0,T1,...,Tn >, n=0,1,2,....

Jak tatwo widzieé, z,, € X, \X;—11T2Zpt1 = —Zpi1+2n. Zatem (X, z,, —1) tworza nieskonczony
gorny uktad tréjkatny, gdzie A, = —1 dla wszystkich n, co by¢ nie moze.

Jesli teraz A jest injektywny, ale nie jest surjekcja, to obraz Im A jako domknigty nie jest gesty.
Stad A’, ktéry jest tej samej postaci, jest nieinjektywna surjekcja, co daje sprzeczno$é na mocy
poprzednich rozwazan.

iii). Na podprzestrzeni ker A zwarty operator T' jest réwny —I, wiec jej wymiar musi by¢
skoficzony. Skoniczony jest takze wymiar jadra A’ = I + T’, co pociaga, ze wymiar przestrzeni
(Im A)+ = {¢ € X' : ¢((z) =0, = € Im A} jest skoficzony. Zatem dopelnienie algebraiczne obrazu
Im A, ktéry jest podprzestrzenia domknieta, ma wymiar skonczony. O

0.15. Twierdzenie. Niech T bedzie operatorem zwartym. Spektrum o(T) jest zbiorem co najwyzej
przeliczalnym i jego punktem skupienia moze byc tylko 0. Kazdy niezerowy element X € o(T) jest
wartoscig wltasng skonczonej krotnosci.

Dowdd. Niech 0 # X\ € o(T). Operator A\I — T = AI — A71T) jest nieodwracalny, wigc musi
by¢ injektywny. Zatem A jest wartoscia wlasng skonczonej krotnosci, bo wymiar jadra I — AT jest
skonczony.

Niech A, bedzie ciagiem parami réznych wartosci wlasnych zbieznym do A. Niech z,, bedzie
wektorem wlasnym odpowiadajacym A,. Niech X,, =< {zx}}_; >. Wtedy (X, Zn, Ay) jest nie-
skoniczonym gérnym ukladem trojkatnym, a zatem

A= lim A\, =0,

n—oo

jak chcieliSmy. Spektrum jest przeliczalne, bo jest zbiorem o co najwyzej jednym punkcie skupienia.
O

Uwaga. Jesli spektrum jest nieskoficzone, to 0 € o(T), bo wtedy ciag wartosci wlasnych jest
zbiezny do zera. Zero nie musi by¢ wartodcia wlasna, bo T moze mieé¢ zerowe jadro (operator
Volterry). Jesli jednak zero jest wartoécia wlasna, jego krotno$é moze byé nieskoficzona, jak w
przykladzie

En 1+ (-1"

Azx(n) = ;x(n), T E€Cy, Ep= 5
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0.16. Wniosek. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, a T € C(H). Istniejg wowczas uklady
ortonormalne {e,} i {fn} oraz cigg liczb py, > 0, takie ze

szz,un<x,en>fn, r € H.
n

Dowdd. Niech {e,} bedzie uktadem ON wektoréw wlasnych |T'| odpowiadajacych jego niezerowym
wartosciom wlasnym p,. Niech Y = < {e,,} >. Mamy

Y+ =ker |T| = ker T.
Niech T = U|T| bedzie rozkladem polarnym 7. Wtedy

Te =T <zen>en) = pn<z,6n> fu,

gdzie f, = Uf,. O

0.17. Lemat. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, a T € C(H) bedzie normalny. Jesli Tu = Au,
to T*u = Au. Ponadto przestrzenie wltasne Hy i H, sq ortogonalne dla X # p.

Dowdod. Mamy

Hy={ze X : Tz =Xz}
Jako ze

T(T*u) = T*(Tu) = \T*u,
przestrzen ta jest niezmiennicza dla obu operatoréw. Zatem T* = X na Hy. Jedli teraz A1 # o
sg wartosciami wlasnymi T, a uy 1 us odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi, to

M < up,ue >=<Tup,us >=< ur, T us >= Ao < uy, us >,

a wiec < up,ug >=0. O
0.18. Wniosek. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, a T € C(H) bedzie normalny. Niech {\,}

bedzie ciggiem jego wszystkich wartosci wtasnych liczonych wraz z krotnosciami. Istnieje wowczas
baza ortonormalna {e,}, taka ze

(0.19) Tx:Z)\n<x,en>en, r € H.

n

Niech T bedzie zwartym operatorem normalnym. Niech {e,} bedzie baza jego wektoréw wla-
snych. Oznaczmy przez P, rzut ortogonalny na Ce,. Wzér (0.19) mozemy zapisa¢ w postaci

T=> APy,

gdzie szereg jest zbiezny w normie. Rzeczywiscie,
I E AnPp| € max|A,| — 0, N — 0.
n>N
n>N

W szczegélnosci dla wektorow x,y € H
<Tz,y>=Y Ay < Poa,y >= / Aty (dN),
n O'(T)

gdzie p jest miara znakowana na C' o no$niku w o(T') okreslong wzorem
wE) =YX\
AEE
Mamy ||ptz,y] < ||| - ||y]l. Jedli y = x, to py = e, jest miarg dodatnia o catkowitym wahaniu

_ 2
[l = Nl
Twierdzenie spektralne uogélnia ten opis na wszystkie ograniczone operatory normalne.



