Rozwiazanie zadania 13. z konwersatorium

Aleksandra Spyra
14 pazdziernika 2011

Cel: Zsumowanie szeregu » . d(z"™), gdzie d(y) oznacza odleglosé liczby
rzeczywistej y od najblizszej liczby catkowitej oraz x = 1+T\/5

Zauwazmy, ze zachodzi réwnosé¢ x>

nastepujacy

= x+ 1. Wobec tego mozemy udowodnié

Lemat: Dla dowolnego n € N zachodzi

" =F,r +c,
gdzie F,, oznacza n-ta liczbe Fibonacciego, a ¢ € Z.
Dowéd:
Dlan=1:
l=1lxz=Fa+0=Fuz+c.
Dlan =2:

x2:x+1:ng+1:ng+02.

Zatézmy, ze twierdzenie zachodzi dla wszystkich k < n, gdzie n > 2. Woéwczas

2™t = g2 = (z+1)2z" "t = 22" = Fatcep+Fy_12+ch_1 = Friiz+enyr.

Z powyzszego lematu wynika, ze > - d(z") = Y7 d(F,z).

n=0

Zajmiemy sie teraz wyrazami szeregu dla n > 2 i skorzystamy z tego, ze
(%) (H'T‘/g) = —1. Mamy
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Ze wzoru Bineta wynika, ze:
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wiec jest liczbg catkowita oraz dla n > 2
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Wobec tego wyrazy szeregu, poczawszy od n = 2, tworza ciag geometryczny
i suma szeregu wynosi

Zaw—m+m+z<ﬁ;ﬁ

n=0 n=2
3—-v6 3-+5 1
=0+ 5 + 5 *1_\/52_1
:3_2\/5+1.



