Marcin Kaczmarek

Gestosé wielokrotnosci liczby niewymiernej

Fakt: Niech £ bedzie liczbg niewymierng. Wtedy kazdy punkt odcinka [0, 1] jest
punktm skupienia ciggu &, = m(nf).

Dowéd: Swbdj dowdd sprowadze do pokazania, ze w kazdym przedziale do-
mknietym [a,b] C (0,1), a < b, istnieje nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu {&,}.
Wtedy bowiem dla kazdego p € [0, 1], jakkolwiek wybrane jego otoczenie (prze-
dzial otwarty zawierajacy p), ma niepusty przekréj z odcinkiem (0, 1) nie bedacy
singletonem. W tymze przekroju istnieje przedzial domkniety niezerowej dtugo-
$ci, w ktéorym to, jak sie okaze, znajduje sie nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu
{&n}, co czyni p punktem skupienia tego ciagu.

Wybierzmy wiec jakikolwiek przedzial domkniety [a,b] C (0,1), a < b. Jako ze
ciag {&,} jest ograniczony, na mocy Twierdzenia Bolzano-Weierstrass’a mozemy
wybraé jego podciag zbiezny. Z wlasnoéci ciagu Cauchy’ego oraz tego, ze ciag
{&n} jest réznowartosciowy (czego prosty dowéd pomijam), uzyskujemy istnienie
takich k,l € N, ze k < l oraz [§ — &| = 0, gdzie 0 < § < b— a. Wezmy wiec takie
k il oraz obierzmy dodatkowo d =1 — k.

Kiedy & > &, czyli 6 = & — &, zauwazmy ze

5 = m(8) = m (m(k¢) — m(l€)) = m ((k — 1)€) = m(=de) = 1 — &a.

Wezmy teraz s = {1?7“} > 1, woéwczas

1—a 1—a
_ < -0,
< ; 1)(5<s5 ; 1)

tym samym
l1-b<l—(a+0)<sd<1—a.
Z cala pewnoscia zaréwno 1 — b, jak i 1 — a naleza do przedziatu [0, 1), zatem
1-b<m(s)) <1-—a.
Spéjrzmy teraz na wyraz gq:
€0t = m(sd€) = m(s€q) = m (s(1 — 8)) = m(~s6) = 1 - m(sd).
Teraz z oszacowania m(sd) otrzymujemy
a<&d<b

czyli znalezliSmy wyraz ciagu {,} nalezacy do przedziatu [a, b].
Podobnie sprawa si¢ ma, kiedy & < &. Wtedy oczywiscie § = & — &. Dalej
dostajemy

m ((I — k)§) = &a.
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Tym razem ustalmy s = [%} > 1. W takim razie
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zatem a < b— 0 < s6 < b, czyli a < m(sd) < b. Ale przeciez

§sd = m<3§d) = m<35)a

wiec 1 w tym wypadku znalezlismy wyraz ciagu {&,} lezacy na odcinku [a, b].

Oczywiscie istnienie jednego wyrazu ciggu w dowolnym przedziale domknietym
[a,b] C (0,1), a < b, natychmiast pociaga za soba istnienie nieskonczenie wielu
takich liczb, gdyz majac jaki§ wyraz £ na odcinku [a, b], latwo mozemy wskazaé
przedzial domkniety niezerowej dlugosci w zbiorze [a, b] \ {&x}, w ktérym tez ja-
ki§ wyraz ciagu {{,} musi si¢ znajdowaé. Proces odnajdywania coraz to nowych
wyrazOw mozna nieprzerwanie kontynuowaé¢. Fakt ten konczy dowdd.

Whniosek: Dla ciggu o,, = sinn kazdy punkt odcinka [—1, 1] jest punktem sku-
pienia.

Dowéd: Polézmy ciag ¢, = 2rm (4%). Liczba 5= jest niewymierna, zatem na
mocy niedawno pokazanego faktu przedzial [0, 1] jest zbiorem punktéw skupienia
ciagu {m (g=)}. Wynika z tego w prosty sposéb, ze przedzial [0, 27] jest z kolei
zbiorem punktéw skupienia ciagu {p, }. Zaobserwujmy, ze

sin @, = sin (27rm ()) = sin (27r- — =2 [} 7r> =sinn = o,.
27 27 27

Aby pokazaé, ze dowolnie obrane p € [—1,1] jest punktem skupienia ciaggu
{on}, wybieramy takie ¢ € [0,27], Ze sinp = p, co mozemy zrobi¢, bowiem
funkcja sin : [0,27] — [—1,1] jest ,na”. Jako ze ¢ jest punktem skupienia ciagu
{¢n}, to istnieje jego podciag {¢n, } zbiezny do ¢. Skoro sinus jest funckja ciagla,

to ¢n, koo,  implikuje

. k—oo .
Op, = SN @y, — Sinp = p.

W ten sposéb pokazaliSmy, ze ciag {0, } ma podciag zbiezny do p, zatem p rze-
czywiscie jest punktem skupienia tego ciagu, co bylo do okazania.



