Gestosé wielokrotnosci niewymiernych

Michat Warchalski

Dla liczby rzeczywistej x przez m(x) oznaczamy jej mantyse albo inaczej czesé utam-
kowa. Oczywiscie, m(x) € [0, 1).

0.1. Lemat (Dirichlet)). Dla dowolnej liczby niewymiernej § i naturalnej n istniejq takie
liczby naturalne p, q, zZe spelniona jest zaleinosc:
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Dowdd. Rozwazmy przedziaty (0, %), (%, %), e ("771, 1)im(kf) dlak =1,2,..,n. Sa dwie
mozliwe sytuacje: albo kazda z liczb m(k¢) znajdzie si¢ w innym z wyzej wymienionych
przedzialéw, albo (korzystajac z zasady szufladkowej) pewne dwie znajda si¢ w tym samym
(oczywiscie nie moze si¢ zdarzy¢, ze dla pewnych liczb catkowitych I, m mamy m(l§) = 7,
bo znaczyloby to, ze I£ jest liczba wymierna, a przeciez catkowite wielokrotnosci liczb
niewymiernych sa liczbami niewymiernymi). W pierwszej sytuacji otrzymujemy od razu
teze lematu, bo dla pewnych naturalnych z, x:
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W drugiej sytuacji niech z,y (z > y) beda takie, ze m(x¢) i m(y¢) naleza do tego samego
przedziatu. Wynika stad, ze dla pewnej liczby naturalnej z:
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i otrzymujemy teze lematu. [

0.2. Twierdzenie (o gestosci). Jesli & jest liczbg niewymierng, to wyrazy ciggu &, =
m(né) lezq gesto w odcinku [0, 1].

Dowdd. Bedziemy kilkakrotnie korzysta¢ z tego, ze kazdy punkt odcinka I jest punktem
skupienia ciagu wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym przedziale otwartym zawartym w I
znajduje sie przynajmniej jeden wyraz tego ciggu. Zalézmy nie wprost, ze istnieje taki
przedzial (a,b) C [0, 1], Ze nie znajduje sic w nim zaden wyraz ciagu &,. Mozemy przyjaé,
ze la—b| = %, gdzie m jest naturalne. Z lematu wynika, ze mozna wybra¢ takie naturalne
k, ze

m(k€) < e lub m(k§) >1— i
m m
Zauwazmy, ze w pierwszym przypadku jesli ¢ jest najmniejsza liczba naturalna, taka
ze tm(ckg) > 1, to jedli ¢ € {1,...,t — 1}, to m(cké) = em(m(k§)). Stad z kolei mozemy
wyprowadzi¢ wniosek, ze istnieje takie p € {1,...,t — 1}, ze
o < pm(m(k€)) = m(pke) < b
W drugim przypadku jesli ¢ jest najmniejsza liczba naturalna, taka ze t(1—m(ck§)) > 1,
to jesli ¢ € {1,...,t — 1}, to m(ckf) = m(cm(k§)). Zatem mozemy wyprowadzi¢ wniosek,
ze istnieje takie p € {1,....,t — 1}, ze
a < m(pm(k§)) = m(pk¢) <.

Dochodzimy zatem do sprzecznoéci, ktéora konczy dowod gestosci. g
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0.3. Wniosek. Jesli & jest liczbg niewymierng, to wyrazy ciggu o, = sinné leZg gesto w
odcinku [—1,1].

Dowdd. Dla dowolnej liczby dodatniej a zdefiniujmy

mo,(a) = 2rm (Z(jr) .

Jako ze 1/27 jest liczba niewymierna, z pierwszej czeéci zadania wynika, ze ciag mor(n)
jest gesty w przedziale [0, 27], a wigc tym bardziej w przedziale [7, 37”] Zal6zmy nie wprost,
ze istnieje taki przedzial (sin o, sinvy) € [—1, 1] (dowolna liczbe z przedziatu [—1, 1] mozemy
wyrazi¢ za pomoca sin ¢ dla pewnego ¢ € [7, 5777]), ze nie lezy w nim zaden wyraz ciagu
op. Jednak mozemy przeciez wybraé takie ¢ € N, ze moar(q) € (a,7), co implikuje sing €

(sin a, siny). Sprzecznosé ta konczy dowdd. (|



