POTEGA O WYKELADNIKU RZECZYWISTYM

RAFAL BANACHOWICZ I BARTOSZ KUSMIERZ

1. DEFINICJE - CZESC PIERWSZA

1.1. Definicja. Potege liczby rzeczywistej a o wyktadniku naturalnym n mozna zdefi-
niowa¢ indukcyjnie:

a’ =1, a"tt=a" - a.

Wyrazenie 0° jest takze symbolem nieoznaczonym, ale tu zawsze przyjmujemy, ze jest
rowne 1.

1.2. Definicja. Potege liczby rzeczywistej a o wyktadniku n, gdzie liczba n jest liczba
calkowita ujemna mozna zdefiniowaé tak:

1
a" = —.
a*'ﬂ
1.3. Uwaga. Obie definicje - ta dla wyktadnikéw bedacych liczbami naturalnymi i nie-
ujemnymi, calkowitymi daja tacznie definicje potegi dla wszystkich liczb catkowitych.
1.4. Definicja. Dla liczby dodatniej a i liczby naturalnej n ktadziemy
a'/" =sup{z>0: 2" <a}.
1.5. Uwaga. Nalezy zauwazy¢, ze definicja jest poprawna, gdyz zbior
E={z>0:2"<a}
jest niepusty jako ze zawiera 0 i ograniczony z gory przez np. 1 + a, a wiec na mocy
zasady ciggloéci ma kres gorny.
1.6. Twierdzenie. Mamy
(al/n)n —a
dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej a i kazdej liczby naturalnej n.
Dowéd. Ze zbioru E mozna wybraé ciag {by}, ktéry dazy do a'/™. Nalezy jednak pamie-
taé, ze zachodzi b} < a, a wigc na mocy twierdzenia o arytmetyce granic
(/™™ = lim b} < a.
k—o0

1/n

Nalezy tez zauwazy¢, ze dla dowolnego k € N, a*/™ + % ¢ E, a co za tym idzie

skad

Otrzymane nieréwnosci daja teze. O

Spostrzezenie. Je§li a > 0in € N, to a'/™ > 0.
1
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1.7. Uwaga. Dla danej liczby nieujemnej a i liczby naturalnej n istnieje tylko jedna taka
nieujemna liczba ¢, Ze ¢” = a. Rzeczywiscie, niech ¢} = ¢ = a. Mamy

n—1
0=c] —cy =(c1 —ca) Z c’fcgfl,
k=1
wiec ¢ = co lub Zz;ll c’fcl;_l = 0. W tym drugim przypadku c¢; = 0 lub ¢, = 0, ale

kazda z tych mozlwosci pociaga a = 0, a zatem c¢; = ¢ = 0.

1.8. Wniosek. Niech bedzie dana liczba naturalna n i liczba rzeczywista a. Jesli a > 1,

to, to a*/™ > 1. Jesli za$ 0 < a < 1, to a'/™ < 1.
Dowéd. Zatézmy nie wprost, ze a'/™ < 1. Tloczyn liczb rzeczywistych, dodatnich, mniej-
szych lub rownych 1 jest sam mniejszy rowny 1, co przeczy zalozeniu, ze a > 1. Drugiej
czedci dowodzi sie podobnie. O

1.9. Definicja. Potege liczby rzeczywistej a o wyktadniku wymiernym, dodatnim %
(liczby p i g sa naturalne i ¢ # 0) definiujemy jako

aP/1 = (a'/9)P.
Potege liczby rzeczywistej a o wyktadniku wymiernym, ujemnym % (liczba p jest liczba
catkowita ujemna, a ¢ jest naturalna dodatnia) definiujemy jako

1

aP/1 = )
a—p/a

1.10. Uwaga. Obie definicje - ta dla wyktadnikéw bedacych liczbami wymiernymi do-
datnimi oraz wymiernymi, nieujemnymi w polaczeniu z definicja dla potegi o wykltadniku
rownym 0 definiuja potege dla wszystkich wyktadnikéw wymiernych.

2. WraAsNoOScI POTEG O WYKLADNIKACH WYMIERNYCH

Nastepujace wlasnosci sa prawdziwe dla poteg o podstawach rzeczywistych dodatnich
a ib, oraz o wykladnikach bedacych liczbami wymiernymi z, y:

1) a®-a¥ = a®t,

2) (a7)! = ae),

3) a® - b* = (a- b)".

Dla z > y, zachodzi ponadto:

4a) a® > a¥, a>1
4b) a® < a¥, a<l1,
5) a® > 0.

Dla wykltadnikow caltkowitych pierwsze trzy wlasnoéci sa oczywiste i wynikaja z defi-
nicji i przemiennosci mnozenia liczb rzeczywistych. Punkt 4a) dla wyktadnikéw natural-
nych wynika z tego, ze po pomnozeniu liczby dodatniej przez liczbe wieksza od jedynki
otrzymamy od niej liczbe wigksza. By uzyskaé¢ taki wniosek dla wyktadnikéw catkowitych
wystarczy zrobi¢ podstawienie: 21 = —x, 20 = —y (gdzie 21, z2 sa naturalne) i skorzystaé
z tej wlasnoéci dla liczb naturalnych dodatnich, jak réwniez zauwazy¢, ze gdy jeden z
wyktadnikéw jest rowny zeru, to réwnosé jest oczywista, tak samo jesli jeden z wyktad-
nikéw jest wigkszy od zera, a drugi mniejszy. W punkcie 4b) nalezy zrobi¢ podstawienie
b= % i liczba b bedzie wicksza od 1, a po wymnozeniu obu stron przez odpowiednio b”
i bY bedziemy mieé nieréwnosé z punktu 4a). Punkt piaty wynika z definicji i z tego, ze
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iloczyn, liczb nieujemnych jest réwniez liczba nieujemna.

By pokazaé, ze te wlasnosci zachodza réwniez dla wszystkich liczb wymiernych po-
staci p/q wystarczy zrobi¢ podstawienie wynikajace z definicji: all1 = (al/q)p oraz
b/s = (b1/5)" i traktowaé liczby: a'/9 (jest ona nieujemna i lezy po tej samej stronie
od jedynki co a) jako wyjsciowe a, (bl/s)’" (tez jest nieujemna i lezy po tej samej stronie
jedynki co b) jako wyjsciowe b, oraz liczby naturalne p i r jako kolejno liczby z i y.

3. DEFINICJE - CZESC DRUGA
3.1. Definicja. Potege liczby niewymiernej, dodatniej a o dowolnym wykltadniku rze-

czywistym x definiujemy nastepujaco:

a® = lim a%",
n—oo

gdzie w,, jest ciagiem liczb wymiernych, ktéry dazy do = dla n dazacych do nieskonczo-

nosci.

3.2. Uwaga. Oczywidcie zawsze istnieje taki ciag liczb wymiernych, ktéry dazy do danej
liczby niewymiernej, jak réwniez warto$¢ tej granicy nie zalezy od sposobu wyboréow
elementéw tego ciagu, co wiemy z wykladu, a dokladniej z nieréwnosci

l[a¥ —a’] <a’|la®™" = 1| < a"(A - 1)|jw —v|, |lw—v| < 1.

4. WELASNOSCI POTEG O WYKLADNIKACH NIEWYMIERNYCH

Nastepujace wlasnosci sa prawdziwe dla poteg o podstawach rzeczywistych, dodatnich
a i b, oraz o wyktadnikach bedacych liczbami niewymiernymi x, y:

1) a® - a¥ = a®Y,

2) (a) = a),

3) a® - b* = (a- b)".

Dla z > y, zachodzi ponadto:

4a) a® > a¥, a>1
4b) a® < a¥, a <1,
5) a®” > 0.

Z twierdzenia o arytmetyce granic i pierwszej oraz trzeciej wlasciwosci poteg o liczbach
wymiernych wnioskujemy bezposrednio punkty: pierwszy i trzeci. Teraz przedstawimy
dowdd punktu drugiego:

Dowdd wlasnodci 2). Zbadajmy iloraz poteg o podstawach rzeczywistych i wykladnikach
wymiernych bedacych wyrazami ciagéw {wy,} i {u,}. Niech ciagi te daza odpowiednio
do W oraz U przy n i m dazacych do nieskonczonosci. Mamy wiec z wtasnoéci poteg o
wyktadnikach wymiernych:

q(un-wm)

l=——.
(aun )wm
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Przechodzac do granicy wzgledem n i korzystajac z twierdzen z wykltadu oraz wtasnosci
poteg o wykladnikach wymiernych, otrzymamy

alnWm al-wm
1= lim (aun)wn  (aU)wm"
Nastepnie, przechodzac do granicy wzgledem m, mamy
L= g 2O a7
n—oo (aU)wm — (aU)W’
czyli (@)W = aU'W. O

Dowdd wlasnodci 4). W tym dowodzie postuzymy sie analogiczna wlasnoscig dla pod-
staw wymiernych. Niech a > 1. Z aksjomatu ciagtosci wiem, ze pomiedzy x i y leza dwie
rozne liczby wymierne. Nazwijmy je D i E. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze
D > E. Niech ciag rosnacy w, dazy do x, a malejacy u,, dazy do y. Wtedy mamy

a® < af < aP < a®m

dla dostatecznie duzych m i n. Po przejéciu do granicy mamy: a® < a” < a? < a¥. Dla
a < 1 dowdd jest analogiczny.
O

Dwowdd wlasnosci 5). Whasnode piata jest prawdziwa poniewaz, dla wszystkich liczb

wymiernych potega o wyktadniku wymiernym jest wigksza od zera. Gdy do zdefiniowania

potegi o wyktadniku niewymiernym a® wybierzemy ciag w,, o wyrazach rosnacych, to
a® = lim a"" >a"* > 0.

n—oo

5. PODSUMOWANIE, WELASNOSCI DODATKOWE

Jedli zebra¢ wszystkie podane wyzej definicje, otrzymamy definicje potegi o podstawie
a, ktora jest dowolng liczba rzeczywista i wyktadniku bedacym dowolna liczba rzeczywi-
sta.

Warto zauwazy¢, ze wlasnosci poteg wymiernych niewymiernych sa identyczne. Mozna
wiec podsumowagé: Podane wlasnoéci zachodza dla wszystkich liczb rzeczywistych dodat-
nich a, b oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y.

Dla podstaw rzeczywistych ujemnych mozna rowniez zdefiniowaé pierwiastek stopnia
naturalnego n, jesli n jest nieparzyste.

5.1. Definicja. Jesli liczba rzeczywista a jest ujemna to jej pierwiastek stopnia natu-
ralnego n, gdzie n to liczba nieparzysta definiujemy jako

Va = (-1) ¥/(—a).



