Analiza B

Pawel Glowacki

Pojecie! liczby rzeczywistej uwazaé bedziemy za intuicyjnie oczywiste. Tym niemniej
celowe wydaje sie przypomnienie i ugruntowanie niektoérych fundamentalnych wtasnosci
liczb rzeczywistych.

W zbiorze liczb rzeczywistych, ktéry bedziemy oznaczaé przez R, na szczegdlna uwage
zashiguja liczby wymierne, czyli liczby postaci %, gdzie p i q sg liczbami catkowitymi i
q # 0. Bedziemy uzywaé oznaczen N, Z i Q odpowiednio na zbiory liczb naturalnych,
caltkowitych i wymiernych.

Geometrycznie wyobrazamy sobie liczby rzeczywiste jako o$ liczbowa, ktérej punktem
poczatkowym jest 0. Dlatego R czesto nazywamy prosta rzeczywista.

7 algebraicznego punktu widzenia R stanowi ciafo, bo okre$lone sa w nim dwa dzia-
tania

(a:,y)—>x+y, (x,y)—>a:-y,
zwane odpowiednio dodawaniem i mnozeniem, o nastepujacych wtasnosciach. Dodawanie
jest laczne i przemienne, a elementem neutralnym jest liczba 0. Ponadto, kazdy element
x € R posiada element przeciwny. Mnozenie jest laczne i przemienne, a elementem
neutralnym jest jedno$¢. Rézne od zera elementy R posiadaja element odwrotny. Wreszcie
mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Latwo zauwazyé, ze wszystkie powyzsze wlasnosci posiadaja takze liczby wymierne.
Zatem i @ jest cialem. Nie sa natomiast cialami ani Z, ani IN.

Zbior liczb rzeczywistych jest liniowo uporzadkowany. Oznacza to, ze istnieje w nim
relacja porzadku <, taka ze dla dowolnych z,y € R jest x < y lub y < z. Relacja ta
jest zgodna z dzialaniami algebraicznymi w tym sensie, ze zostaje zachowana, gdy do
obu stron nieréwnosci dodamy te sama liczbe lub pomnozymy je przez te sama liczbe
dodatnia.

Zbioér liczb wymiernych jest zbiorem przeliczalnym, czyli réwnolicznym ze zbiorem
liczb naturalnych. Ponadto jest gestym podzbiorem R. Rozumiemy przez to, ze dla kaz-
dych rzeczywistych x < y, istnieje liczba wymierna w, taka ze

z<w<y.

Innymi stowy, kazdy otwarty przedzial prostej rzeczywistej zawiera przynajmniej jedna
liczbe wymierna. Oczywiscie stad natychmiast wynika, ze jest ich w istocie w kazdym
przedziale nieskonczenie wiele. Pozostawiamy to naszemu Czytelnikowi jako pierwsze —
a wiec wazne — ¢wiczenie.

Cialo liczb rzeczywistych posiada istotna wlasnoéé, ktorej nie ma ciato liczb wymier-
nych.

Witasno$é cigglosci. Niech bedzie dany ograniczony od géry zbiér E C R. Wsréd liczb
ograniczajacych E od géry jest zawsze liczba najmniejsza.

Nazywa sie ja kresem gérnym zbioru E, a wypowiedziang wlasno$¢ — wlasnoscig kresu
lub aksjomatem cigglosci. Bedziemy o tym moéwié bardziej szczegbdtowo juz w pierwszym
rozdziale. Wymienione wlasnosci liczb rzeczywistych moga wydac sie zrazu bardzo proste

ISerdecznie dzigkuje pani Agnieszce Kazun za trud wlozony w przepisanie i redakcje znacznej czesci
niniejszego skryptu.
1



i oczywiste, ale takimi nie sa. W trakcie wyktadu uwazny Czytelnik przekona sie, ze na
nich wspiera si¢ caly gmach analizy matematyczne;j.

1. INDUKCJA MATEMATYCZNA, NIEROWNOSCI I KRESY

Przystepujemy obecnie do wlaiciwego wyktadu. Dla dowolnej liczby = € R okreslamy
jej modul (lub wartosé bezwzgledng) wzorem

| = T dla z > 0;
R R dla z < 0,

lub réwnowaznie
|z| = max{x, —z}.

Funkcja wartosci bezwzglednej spelnia warunek tréjkata
lz+yl <lz|+yl, zyeR,
przy czym réwnosé zachodzi, wtedy i tylko wtedy gdy xy > 0. Stad natychmiast wynika
nier6wnoscé
2l =l <l —yl,  wyeR.
Modut liczby & mozna interpretowaé jako jej odleglosé od zera na osi liczbowej, zas
|z —y| jako odleglos$é = od y. Pamietajac, ze Srodek odcinka [z, y] to punkt “‘éﬂ, mozemy
wyrazi¢ wieksza z liczb x, y wzorem

T+ T —
max{z,y} = 2y+ | 2y|7
a mniejsza | |
. z+y r—y
min{z,y} = 5 T g

Czesciq catkowitq liczby rzeczywistej x nazywamy najwieksza liczbe calkowita n taka,
ze n < x 1 oznaczamy ja przez [x]. Innymi stowy,
[] =max{n € Z:n < z}.
Warto tez zapamietad, ze [z] to jedyna liczba calkowita n, taka ze
n<zr<n+l
Dlatego jesli ¢ € [n,n + 1) dla pewnego n € Z, to [z] = n; w szczegblnoscei, jesli z €
Z, to [x] = z. Zauwazmy réwniez, ze kazda liczbe rzeczywista x mozna jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci
z = [z] + m(z),
gdzie m(z) € [0,1). Liczbe m(z) = = — [x] nazywamy mantysg liczby x.
Obecnie oméwimy zasade indukcji matematycznej. Indukcja matematyczna jest me-

toda dowodzenia wlasnosci liczb naturalnych. Niech T'(n) orzeka pewna wlasnosé liczby
naturalnej n. Zasada indukcji matematycznej mowi, ze jesli

dng € N T(TL())

oraz
VYnz2nyg T(n)=T(n+1),

to prawdziwe jest twierdzenie



Tak wiec dowdd indukeyjny przebiega w dwoch etapach. Pierwszy polega na spraw-
dzeniu warunku poczatkowego, drugi nazwiemy krokiem indukcyjnym. Zilustrujmy teraz
zasade indukcji matematycznej.

Symbolem Newtona nazywamy wyrazenie

(1) = e

Czytelnik zapewne pamigta, ze liczba (2) to ilo$¢ sposobéw wyboru k elementéw ze

zbioru n-elementowego.

1.1 (wz6ér dwumienny Newtona). Dla dowolnych liczb a,b € R oraz dowolnego n €

N zachodzi réwnosé
(a+b)" = Z (Z) akpk,

k=0

Dowdd. Mozemy bez straty ogdlnoéci zatozyé, ze b # 0. Dzielac wzér Newtona obustron-
nie przez b" i oznaczajac x = ¢, otrzymujemy

(1+2)" = i: <Z>xk

k=0

i tego wzoru bedziemy dowodzié.
Sprawdzenie warunku poczatkowego dla n = 1 nie nastrecza zadnych trudnoéci. Aby
wykonaé krok indukcyjny, zalézmy, ze wzér obowiazuje dla pewnego n > 1. Wtedy

(I+z)" =0+z)(1+z)"=(1 +£C)Z <Z>xk

k=0

(1) 4 3 (1)t

0 k=0

>

k

(12) \
1+k 1 ((Z) + (ki1>>azk+x”+l

n+1
n+1\ . ntl n+1\ .
1+ 1< 1 )x + —Z i v,

s

k= k=0
bo
n n n+1
)Gl =00)
Tym samym zakonczylismy dowdd. (]

Zauwazmy mimochodem, ze wzér ten pozwala latwo uzasadni¢ nastepujaca nieréwnosé
Bernoulliego:

14+2)" > 1+nz, x> 0.

Rzeczywiscie,

A+a) =Y
k=

0

(Z)xk = 1+n1’+z (Z)xk > 1+ nzx,
k=2
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n
gdyz dla z > 0 oczywiscie Y (Z)xk > 0. Jak zobaczymy za chwile, ta prosta nieréwnosé
k=2

ma daleko idace uogdlnienia. A na razie zauwazmy, ze z nieréwnoéci Bernoulliego wynika,

ze
1 n
1+—-) >2
n
dla kazdego naturalnego n. Zaraz tez zobaczymy, ze
1 n
(1.3) <1+> <3, neN,
n

co wcale nie jest juz takie oczywiste.
Niech ¢ bedzie ustalong liczba. Bez trudu przekonujemy sie, ze

-l +g+¢+ - +q")=1-q¢"*"
Jesli ponadto ¢ # 1, dzielac obie strony przez 1 — ¢, otrzymujemy
_ qn+1

1+q+q2+-~-+q"=17_q

)

czyli znany wzlr na sume postepu geometrycznego. Skorzystamy teraz z tego wzoru,
jak rowniez i rozwiniecia dwumiennego Newtona, aby wyprowadzi¢ zapowiedziane juz
oszacowanie (1.3).

Rzeczywiscie,
N k) nk k!’
k=0 k=0
a ponadto
n1—2+1+1+ +1—2+1 1+1—|—1+ + !
kT2t nl T2 3 34 3:4----m
<2-i—1 1+1+1+ + <2+1 ! —11<3
2 3 32 3n—2 2 1-1/3 4 '
gredm'q arymetyczng liczb a1, a9, as, ..., a, € R nazywamy wyrazenie
A= a1+a2+a3+...+an_
n 3
Srednig geometryczng liczb ay,as,as, ..., a, > 0 nazywamy wyrazenie
G = vaiaz0a3 ... an;
srednig harmoniczng liczb aq,as, as, ..., a, > 0 nazywamy wyrazenie
n
H= .
1 1 T i
ar + @ + as +...+ an

Nastepujacy lemat wykorzystamy w dowodzie twierdzenia o poréwnaniu $rednich.
1.4. Lemat. Niech bedg dane liczby 0 < x < 1 < y. Wtedy
z+y>1+ay.
Dowdd. Po przeniesieniu wszystkich wyrazéw w naszej nieréwnosci na lewg strone otrzy-
mujemy wyrazenie dodatnie, gdyz
z4+y—ay—1=(1—-x)(y—1) >0,

co konczy nasz dowdd. O



1.5. Jesli bybs ... b, =1, gdzie n > 2, i nie wszystkie z liczb by, sq réwne 1, to
by +by+ -+ b, >n.

Dowdd. Jedli n = 2, to jedna z liczb by, by jest mniejsza, a druga wigksza od 1, wiec na
mocy Lematu 1.4

(1.6) by +by > 14 b1by =2,

co oznacza sprawdzenie warunku poczatkowego. Przyjmijmy teraz, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla pewnego n € IN. Niech b1by...b,b,41 = 1 i niech np. b, < 1 < by41.
Wtedy, ponownie korzystajac z Lematu i zalozenia indukcyjnego zastosowanego do n
liczb

c1 = b1702 = b27 ooy Cp—1 = b’nflac’n = bnbn+17

ktérych iloczyn jest réwny jednoéci, mamy

by + b1 > bpbpst +1=cp + 1

oraz
by +ba 4+ +by+ b1 >c1+cat -+ e 12041,

czego nalezato dowiesé. ([

1.7. Wniosek. Jesli ay,as,as,...,a, > 0 nie sqg wszystkie sobie rowne, to srednia geo-

metryczna tych liczb jest mniejsza od ich Sredniej arytmetycznej:

ay+agx+as+...+ay
n

=A.

G = (a1az2as3 . .. an)% <

Dowdd. Przynajmniej jedna z liczb by, = ax/G jest rézna od 1, a ponadto

biby ... b, = 1.
Na mocy (1.5)
ay as Qp,
— =4t 2 =by+ byt -+ by >,
G+G+ +G 1+bo2+ -+ n
czyli
G<A:a1+a2+'”+a",
n
a to juz jest nasza teza. ([l

Sformulujemy teraz bardzo prosta zasade, z ktérej bedziemy nieustannie korzystaé w
trakcie tego wyktadu.

1.8 (zasada epsilona). Niech a,b € R. Jesli dla kazdego € > 0 zachodzi a < b+ ¢, to
a<b.

Dowdd. Przypusémy nie wprost, ze a > b i wezmy € = agb. Na mocy naszych zalozen
powinno byé¢ a < b+¢ = “TH’ < a, co jest niedorzecznoscia. Wobec tego musi by¢
a<b. O

Symbol € (grecka litera epsilon) bedzie nam najczesciej stuzyl do oznaczania bardzo
matych liczb dodatnich.

1.9 (aksomat gestosci). Kazdy niepusty przedzial otwarty I C R zawiera przynajmniej
jedng liczbe wymierng.



Aksjomat ten mozna tez wyrazié tak: Dla kazdej liczby rzeczywistej a i kazdego € > 0
istnieje liczba wymierna w, taka Ze |a — w| < e. Rzeczywiscie, to nowe sformulowanie
moéwi, ze w kazdym przedziale (a — e, a+¢) znajduje sie jaka$ liczba wymierna. Zwr6émy
uwage, ze nie méwi sie tu wyraznie, ze € > 0 jest maly, ale chwila zastanowienia wystarczy,
aby stwierdzi¢, ze jesli warunek jest spelniony np. dla 0 < € < 1, to jest tez spelniony i
dla pozostalych. W gruncie rzeczy o jego prawdziwosci decyduja male przedziaty.

Przyjrzyjmy sie teraz doktadniej wspomnianej na poczatku zasadzie kresu. Zacznijmy
od starannej definicji.

Méwimy, ze zbiér E C R jest ograniczony od géry, jesli istnieje liczba y € R, taka
ze ¢ < y dla kazdego = € E. Taka liczba y nazywa si¢ gornym ograniczeniem zbioru E.
Jedli y jest gérnym ograniczeniem E, to oczywiscie kazda liczba z wieksza od y takze jest
gbérnym ograniczeniem tego zbioru. Zatem zbiér gérnych ograniczen E™ jest albo pusty,
albo nieskonczony.

1.10 (aksjomat cigglosci). Niech E bedzie niepustym i ograniczonym od gory podzbio-
rem R. W zbiorze E™ liczb ograniczajgcych E od géry istnieje element najmniejszy.
Najmniejsze sposrod gornych ograniczen zbioru E nazywamy kresem gornym zbioru
FE i oznaczamy przez sup F.
Zwrbéémy uwage, ze liczba a, ktéra jest kresem gérnym zbioru E spelnia dwa warunki.

Jest ona gérnym ograniczeniem zbioru E i zadna liczba mniejsza od a takim ogranicze-
niem juz nie jest. Mozna zapisaé¢ to formalnie tak:

VeeFE z<a
oraz
Ve>0daxeFE z>a-—c¢.
Dla zbioru F' C R niech

F-={yeR:VxeF y<uz}.
Z aksomatu cigglosci wynika

1.11. Wniosek. Kazdy niepusty i ograniczony z dolu zbior F C R ma najwieksze dolne
ograniczenie zwane kresem dolnym, ktore oznaczamy przez inf F.

Dowdd. Jesli F jest zbiorem niepustym i ograniczonym od dotu, to E = —F jest zbiorem
niepustym i ograniczonym od géry. Nietrudno si¢ przekonaé, ze E* = —F~, co oznacza,
ze y jest ograniczeniem gérnym E wtedy i tylko wtedy, gdy —y jest ograniczeniem dolnym
F. Jest tez jasne, ze jesli a jest najmniejszym elementem ET, to —a jest najwiekszym
elementem F'~. O

Dodajmy, ze z definicji kresu i aksomatu ciagloéci wynika, ze dla kazdego zbioru E
ograniczonego od géry
Et =[a,0), a=supkF,
i dla kazdego zbioru F' ograniczonego od dotu
F~ = (-0, b, b =inf F.

Przyjmiemy tez nastepujaca konwencje. Jesli zbiér E jest nieograniczony z géry, be-
dziemy pisa¢ sup F = oo i méwié, ze E ma niewlasciwy kres gorny. Podobnie zbiér F
nieograniczony z dolu ma niewlasciwy kres dolny inf F' = —oo.

Powracamy do nieréwnosci Bernoulliego.



1.12. Lemat. Dla dowolnego n € N i dowolnego 1 # g > 0

qn+171>qn71
n+1 n

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze ¢ > 1. Wtedy proste przeksztalcenia z wykorzystaniem
wzoru na sume postepu geometrycznego pokazuja, ze nasza nieréwnosé jest rownowazna
nieréwnosci

ng"t > 14q+g gt g> 1,
ktéra jest oczywista. Jedli natomiast 0 < g < 1, to podobne rachunki prowadza do
nieréwnoéci

ng""t <l4q+q¢*- 4" g<,

ktora jest tez oczywista. ([

1.13 (nieré6wnos§¢ Bernoulliego). Dia o > 1 i dowolnego —1 < x # 0 zachodzi
nastepujgca nieréwnosc
14+z)%>1+ax.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy najpierw dla wymiernych o = &, gdzie m > n. Niech

g=(1+z)/"

7 lematu wynika, ze

a stad
m m
" >1+—q" = —,
n n
co po podstawieniu daje nasza teze.
Korzystajac z zasady gestosci, uzupetnimy teraz dowdd nieréwnosci Bernoulliego w

przypadku a > 1 niewymiernych. Niech bedzie dana liczba 0 < € < a — 1. Niech w € Q
nalezy do przedzialu (o — e, + ¢€), przy czym (o — w)z > 0. Wtedy

I+2)*>04+2)">1+wr=14ax+ (w— )z,

skad
1+ ar < (1+2)*+¢lz]
i na mocy zasady epsilona otrzymujemy
1+ar<(1+2)%,
co juz niemal nas zadowala. Niemal, bo otrzymana nieréwno$é jest staba. Aby to popra-
wié, mozemy postapi¢ tak. Niech 1 < w < a bedzie wymierne. Wtedy
(1+2)*=((1+2)")" > (14 wz)s > 1—1—%-11}37: 1+ az,

tym razem juz z ostra nieréwnoscia.
O

1.14. Wniosek. Niech bedzie dana liczba rzeczywista o > 1. Wowczas dla dowolnego
y > 0 zachodzi nieréwnosé

(I+y)*>14+y~



Dowdd. Przyjmijmy najpierw, ze ay > y®. Wtedy na mocy nieréwnosci Bernoulliego
14+y)*>1+ay>1+y°,
tak jak chcielismy.
Jesli natomiast ay < y%, to y*~
widzimy, ze

' > « i stosujac ponownie nieréwno$é Bernoulliego

(1+y)* =y*(1+1/y)* >y*(1+afy)
:yoz+ayoz71 >a2+ya >1+ya7
wiec i w tym wypadku wszystko sie zgadza. O
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Qo

11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.
21.

22,

1—a<

Zadania

. Udowodnij nieréwnosci

a

<1-— , 0.
1+a 1+a @=

Pokaz, ze = + y = max{z,y} + min{z, y}.

Pokaz, ze |z| 4 |y| = max{|z + y|, |z — y|}.

Oblicz wartosci wyrazen: [(1 — 2)"], [n + n™'], gdzie n € N.
Wykaz, ze jedli ¢ ¢ Z, to

[—z] = —[z] - 1, m(—z) =1-—m(z).

Niech z,y € R. Udowodnij nieréwnosci

T

[z]

eyl >bl+0l (5] <5 [l <k

2 27

Rozwiaz réwnanie [2z] = 3[z].

. Pokaz, ze m(x) = m(y) wtedy i tylko wtedy, gdy © —y € Z.
. Pokaz, ze m(nz) = m(nm(x)).
10.

Pokaz, ze jedli m(z) < +, to m(Nz) = Nm(z).

Wiadomo, ze m(z) >

1—1/N. Pokaz, ze Nm(z) — m(Nz) = N — 1.

Niech 1 < k < n beda naturalne. Udowodnij, ze k(n — k) > n — 1.

Udowodnij tozsamosé

Pascala

(Z>+<k’_ll> - <nzl>

Dane sa liczby naturalne m < n — 2. Pokaz, ze

Korzystajac ze wzoru

n—m  pl
(m + 1) < —.
m!

dwumiennego Newtona, wykaz, ze >, _, (2) 2k =37,

Wykaz, ze Y p_o (7)) = 2" oraz 3. _,(=1)k(}) =0.

Dane sa liczby ag, a1, . -

Pokaz przez indukcje,

.,an, takie ze ag = 11 apy1 = 2a, +1dla0 <n < N.
7€ Upy1 = ap + 2" i znajdz ay.

Dla a,b € R wyprowadz tozsamosé

an Tl —pntl — (a _ b) Zakbn—k.
k=0

Korzystajac z gestosci liczb wymiernych wsréd rzeczywistych, pokaz, ze kazdy

przedzial () # (a,b) C

R zawiera nieskonczenie wiele liczb wymiernych.

Wiedzac, ze a + b > 2, wykaz, ze a® + b > 2.
Wykaz, ze dla dowolnych a,b,¢c,d > 0

g+9+£+g>4
b e d a7

Udowodnij przez indukcje nieréwnosé

dlaz>-1ine€ N.

14+2)">1+nz+ (n—1)z?
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23

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

. Korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego, pokaz, ze
(1+x)° <1+ B, 0<B<1, z>-1.

Pokaz, ze
(1+x)% <1425, x>0, 0<p@B<1.

Korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego, pokaz, ze

1 n 1
1— ) <1-
( na+ 1 a+1

dlaa>0ine N\ {1}.

Pokaz, ze
1.a a
(1+=-)" <14+4—-, O0<a<l
n n
Pokaz, ze
(u+v)a<ua+va, u,v >0, 0<a<l.
Korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego, pokaz, ze
a—1
Va—1< , a> 1.
n
ZnajdZz najmniejsza warto$¢ funkcji f(xz) = >_p__, 2" na polprostej z > 0 i

punkt, w ktorym funkcja przyjmuje te wartosé.
Wykaz, ze dla a,b,c > 0
a+b b+c a+c
+ +

> 6.
c a b

Znajdz najwigksza warto$¢ funkcji f(z,y) = xy na elipsie “2—2 + 242 = 1 i punkty,
w ktérych funkcja przyjmuje te wartosc.

Wykaz, ze Srednia harmoniczna jest zawsze nie wicksza od $redniej geometrycznej
tych samych liczb, a réwnos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy wszystkie liczby ax sa
identyczne.

Udowodnij nieréwnosé
6 b9
TV S 3028 — 16
4
dlaae Rib> 0.

Niech L bedzie obwodem, a P polem tréjkata. Udowodnij nieréwnosé L? > 16P
lub nawet L2 > 4/27P.

Niech a € R,b > 0. Uzasadnij nieréwnos¢

9<f+i<

b 4b2

Niech a, b, ¢ > 0. Udowodnij, ze
Vabe + Vbed + Veda 4+ Vdab < a+ b+ ¢+ d.

Niech m,n € N. Pokaz, ze

n2

m(n —m) < T

przy czym rownosé jest zrealizowana tylko wtedy, gdy n jest parzyste.
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Dane sa liczby a,b € R i liczba dodatnia A > 0 spelniajace warunek
Ve >0 a < b+ Ae.
Korzystajac z zasady epsilona, pokaz, ze a < b.
Dane sa liczby a,b € R i liczba dodatnia A > 0. Sprawdz, ze
Ve>0 a<b+A4e) <= (Ve>0 a<b+4e) << a<hb
Udowodnij, ze kazdy ograniczony od dotu zbiér liczb rzeczywistych E ma kres

dolny, tzn. ze w zbiorze E~ liczb ograniczajacych E od dotu istnieje element
maksymalny.

Wykaz, ze jesli x < y dla kazdych x € A, y € B, to sup A < inf B. Czy prawdziwe
jest wynikanie odwrotne?
Wykaz, ze ) # A C B pociaga sup A < sup B oraz inf B < inf A.
Udowodnij, ze jesli A, B sa ograniczone, to

sup(—A) = —inf A, sup(A+ B) =sup A +sup B
oraz

inf(A + B) = inf A + inf B.

Pokaz, ze w zbiorze liczb dodatnich nie ma elementu minimalnego.

Oblicz

inf{lzneN}, sup{l:neN}, inf{n_l:neN}.
n n n

Udowodnij, ze jesli A i B sa zbiorami ograniczonymi, to
sup A — inf B = sup(4 — B),

gdzie
A-B={x—y:xz€ A, ye B}.

Rozstrzygnij, ktora z liczb a = 3v2 czy b=1+ 2Vv2 jest wieksza.
Rozstrzygnij, ktéra z liczb a = 41/V2 czy b=1+ 31/v2 jest wieksza.

Dla jakich > 0 liczba
1\ 3\%
Aw) =(3) +(3)
jest wieksza od 17
Oblicz [(1+ 1)].
Pokaz, ze

LA R SR B S >3
n 21 " 31 oS e

Wiedzac, ze a,b > 0 oraz a < b++/a, pokaz, ze \/a < 14++/b. W tym celu rozpatrz
nieré6wnoéé kwadratowa 2 — x — b < 0, gdzie © = \/a.



