2. Nieskonczone ciggi liczbowe

Ciggiem liczbowym nazywamy funkcje
a: N — R.
Wartosci tej funkcji oznaczamy przez a(n) = a,, 1 nazywamy wyrazami ciggu. Czesto ciag
oznaczamy przez {a,}52 ; lub po prostu przez {a,}.
Prostymi przyktadami ciagéw sa:
ap =n, b, = n?, cn = [V/nl], d,, = log(1 +n).

Nie zawsze jednak mozna zadaé ciag jawnym wzorem.

2.1. Przyktad. Ciekawym przykladem takiego ciagu jest ciag {wy,}, ktérego zbiér war-
tosci pokrywa sie ze zbiorem liczb wymiernych dodatnich:

11 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5

Ty T3 Y T T 3 1T 54 3 2T
Zasada tworzenia kolejnych wyrazéw tego ciagu jest taka: Wypisujemy kolejno bloki By,
liczb postaci p/q o stalej sumie p 4+ ¢ = k + 1. Jak widad,

1 2 k—1
By=3-,——,....,.—, k.
F {k’kfl’ T2 }
Tak wiec

1 1 123 11
B :{1}, B :{7,2}, B :{7,1,3}, B :{7,7,7,4}, B :{7,7,1,2,5},
! 2712 L 1T 32 >T 152

Nastepnie ustawiamy bloki w kolejnosci ich numeracji i otrzymanym wyrazom nadajemy
kolejne numery. Jest to tzw. przekatniowa metoda numeracji liczb wymiernych. Zwréémy
uwage, ze porzadek wystepowania w ciagu kolejnych liczb wymiernych nie ma nic wspél-
nego z ich uporzadkowaniem na prostej liczbowej. Widaé tez, ze tak otrzymany ciag
nie jest réznowartoéciowy. Jest jednak surjektywny, bo dowolna liczba dodatnia postaci
w = p/q znajdzie si¢ w bloku Bp;q_1.
Jesli teraz zbudujemy nowe bloki
B =B\ | Bj,
i<k
to utworzg one nowy ciag {w), }:
T 1r 2 1 3 1 2 3 4 1 5
17 25 17 37 1’ 4’ 37 27 1’ 57 17 ct
ktory bedzie wzajemnie jednoznacznym przeksztalceniem zbioru IN na zbiér Q N (0, c0).
Ciag {a,}52 1 nazywamy ograniczonym od gory, jesli istnieje M € R, takie ze
an < M, ne N,
a ograniczonym od dotu, jeli istnieje m € R, takie ze
m < Qp, n € N.
Ciag {a,}52, nazywa sie ograniczony, jesli jest ograniczony od géry i od dotu, tzn. jesli
lan| < K, neN,
dla pewnego K € R.
Dla przyktadu popatrzmy na ciag
1
en = (1 + f)n.

n
1



Wiemy, ze 2 < e, < 3, a zatem liczba 2 jest ograniczeniem (a nawet kresem) dolnym
zbioru wyrazéw ciagu {e,}, a liczba 3 ograniczeniem gérnym, ale nie kresem gérnym.
Jak zobaczymy wkrétce istnieja inne (znacznie mniejsze) ograniczenia tego zbioru.

Ciag {an}52 1 nazywa sie rosngcy, jesli

An, < An+1, ne N7

a malejgcy, jesli
An+41 < Qp, n € N.

Jedli w powyzszych definicjach stabe nier6wnos$ci mozna zastapi¢ ostrymi, wtedy ciag
nazywa sie odpowiednio $cisle rosngcy lub $cisle malejgcy.

2.2. Przyklad. Dobrze nam znanym przykladem ciagu $ciéle rosnacego jest ciag o wy-

razie
qn -1
Ap = 5
n

gdzie ¢ > 01igq# 1.

n+1

2.3. Przyklad. Pokazemy, ze ciag e, = (1 + %)" jest Scisle rosngcy. Rzeczywiscie, na
mocy nieréwnosci Bernoulliego
1 \nt1 1 w1
-1 -0 7
Entl ( +n—|—l +n—|—l
n+1

1 n 1\"»
= (1 —) =e,.
n n 4+ 1} ( + n "
A oto najwazniejsze pojecie tego wykladu. Méwimy, ze liczba g jest granicg ciggu
liczbowego {an}5% 4, jesli w kazdym przedziale otwartym zawierajacym g znajduja sie
prawie wszystkie wyrazy ciagu (tzn. wszystkie poza, by¢ moze, skofczona iloscia).

(2.4)

>{1+

Definicje te mozemy zapisa¢ rowniez tak:
g=lma, & Ve>0 IAMeR VYn>M |a,—g|<e.
n—oo
2.5. Uwaga. Jedli w ciagu {a,} zmienimy, usuniemy lub dodamy skonczong ilo$é wy-

razéw, to nie bedzie to mialo zadnego wplywu ani na zbieznosé ciggu ani na wartosé
granicy.

2.6. Uwaga. Jesli ¢ > 0 jest pewna stala, to wystepujacy w definicji warunek
Ve>0 AM e R VYn>M |a,—g|<e
jest réwnowazny nastepujacemu:
Ve>0 IMeR VYn>M la,—g|<c-e.
Jest on takze réwnowazny warunkowi
Ve>0 dMeR Vn>M |a,—g| <+e
i innym podobnym. Z tego powodu méwi sie czasem o ,elastycznosci epsilona”.
2.7. Przyktad. Pokazemy, ze
lim — =0.
n—oo N

Istotnie, dla ustalonego € > 0 nieréwno$é¢ |1 — 0| < e zachodzi dla wszystkich n > 1.



2.8. Przyklad. Pokazemy z definicji, ze
In+4 pooo 1
bp=—— —— —.
15n —1 5
Ustalmy dowolnie liczbe € > 0. Chcemy pokazaé, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi
nieréwno$é

1
bn——’< .
5 €

Poniewaz
3n+4 _ 21

1‘_‘ 21 ’
15n—1 51 [5(15n—1)1  5(15n— 1)’

21+5e

wiec, jak tatwo obliczyé, |b, — %’ <edlan> ==

2.9. Przyklad. Pokazemy, ze ciag staly o wyrazach a,, = ¢ ma granice réwna c. Rze-
czywiscie, jesli ustalimy dowolnie € > 0, to nieréwnosé

lap, —c|=lc—c|=0<c¢
jest spelniona dla kazdego n € N.
2.10. Przyktad. Zauwazmy, ze
lim a, =0 < lim |a,| =0,
n—oo n—oo
gdyz |an — 0] = [|an| — 0]
Whprost z definicji wynika nastepujacy wniosek.
2.11. Wniosek. Jezeli a,, — a © b, — b oraz a, < b, dlan € N, toa <b.

Nieco dalej idzie wazny lemat o trzech ciagach.

2.12. Lemat (o trzech ciagach). Jesli ciggi {a,} i {b,} sq zbiezne do tej samej granicy
g € R, a cigg {x,} ma wlasnosé

VYneN a, <z, <b,,
to {x,} jest réwniez zbiezny do g.

Dowdd. Niech € > 0. Poniewaz lima,, = g, wiec istnieje N7 € N, takie ze je$li n > Ny,
to |la, — g| < e, czyli g — e < a,, < g+ ¢. Podobnie dla ciagu {b,} istnieje Ny € N, takie
ze g—e<b, <g+edlan> Ny. Wtedy dla kazdego n > N3 = max{Ny, No} mamy

g—e<ap<zy, <b, <g+e,
czyli
lzn — 9] <e,
co oznacza, ze ciag {x,} réwniez zbiega do g. O
2.13. Uwaga. Oczywiscie w twierdzeniu tym wystarczy zalozyé, ze nieréwnosé
ap < Tp < by,

zachodzi dla prawie wszystkich n € N, gdyz (jak zauwazyliSémy wczesniej) skoficzona
ilo§¢ wyrazéw ciagu nie ma wplywu na istnienie i wartosé jego granicy.

2.14. Wniosek. Jesli a,, — 0 oraz 0 < b, < a,, dlan € N, to rowniez b, — 0.

2.15. Kazdy ciqg zbieiny jest ograniczony.



Dowod. Wezmy dowolny ciag zbiezny
n—oo
ap, —— a € R.

Wtedy istnieje liczba N € N, taka ze jesli n > N, to |a,, — a| < 1. Poniewaz

Han‘ - |a|| < lan —al,
wiec
lan| < la] + 1, n> N.
Zatem
lan| < max{|a| + 1, |a1], |az|,|as|, ..., |lan—1|}, neN,
czyli {an} jest ograniczony. O

Zauwazmy, ze implikacja w drugg strone oczywiscie nie jest prawdziwa. Jako przykltad
rozwazmy ciag o wyrazach a, = (—1)™. Jest on ograniczony, bo |a,| < 1, ale nie jest
zbiezny. Przypu$émy bowiem, ze a, — ¢, gdy n — oo, dla pewnego g € R. Wtedy
istniataby taka liczba N € N, ze |a, — g| <1 dla n > N. Dla takich n mieliby$my wiec

|an+1 - an| = |(71)n+1 - (71)n| =2
i jednoczesnie
|an+1 - an| = |an+1 —9g+g-— an' < |an+1 _g| + |g - an| <2,

co nie jest mozliwe.

Moéwimy, ze ciag jest rozbiezny, jesli nie ma granicy liczbowej. Méwimy, ze ciag {a, }
jest rozbiezny do nieskoriczono$ci (ma granice niewlasciwg réwng oo) i piszemy

lim a, = o0,
n—oo

jesli dla kazdej liczby dodatniej K € R prawie wszystkie wyrazy ciagu sa wigksze niz K
innymi stowy, jesli istnieje M > 0, takie ze

a, > K dlan > M.
Moéwimy, ze {a,} jest rozbieiny do —oo (ma granice niewlasciwg réwng —oo) 1 piszemy

lim a, = —o0,
n—oo

jesli dla kazdej liczby dodatniej K € R prawie wszystkie wyrazy ciagu sa mniejsze niz
—K; innymi stowy, jesli istnieje M > 0, takie ze
a, < —K dlan> M.

2.16. Przyktad. Ciag o wyrazach a,, = n®, gdzie a > 0, jest rozbiezny do oco. Istotnie,
dla dowolnej liczby M > 0, nieréwno$é a,, > M zachodzi dla wszystkich n > M/,

2.17. Przyklad. Ustawiajac metoda przekatniowsa wszystkie liczby wymierne w ciag
nieskonczony, otrzymamy przyktad ciagu, ktory nie jest ograniczony, zatem nie jest tez
zbiezny. Ciag ten nie ma nawet granicy niewlasciwej.

2.18. Niech bedg dane dwa ciggi {a,} @ {b,}. Jesli lim, o b, = oo oraz dla prawie
wszystkich n € N a, > by, to rowniez lim,, .o a, = 00.

2.19. Przyklad. Poniewaz 2" > n dla wszystkich n € N, wiec

lim 2" = oo.
n—oo



2.20. Niech {ay} bedzie ciggiem liczbowym. Wtedy

lim a, =00 <  lim (—a,) = —o0.
n—oo n—o0

Przykladami ciagéw rozbieznych do —oo sa wiec
{-n}tnen, {=2"}nen, {-—n-2"}nen.
2.21. Jesli lim,, o0 T, = x, to limy, 00 20| = |2|.
Dowdd. Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze ||z,| — ||| < |z, — . O

2.22. Twierdzenie (arytmetyka granic). Niech {a,} i {b,} beda ciggami liczbowymi.
Jesli

lim a, = a oraz lim b, = b,

to
lim (ay, +b,) =a+0b, lim (ay, - b,) = ab.
n—oo n—oo
Jesli ponadto b # 0 i b, # 0 dla kazdego n € N, to
lim 1 = 1
n—oo b, b

Dowdd. Niech € > 0. Z tego, ze lim, . a, = a i lim,_ b, = b wynika, ze istnieje
N € N, takie ze

|an, —a| < € oraz |b, —b| <&, gdy n> N.
Zatem nieréwnosc
l(an + b)) — (@ +D)| < |an, —a| + |b, — b| < 2¢

jest spetniona dla n > N, co dowodzi pierwszej wlasnosci.
Poniewaz ciag {a,} jako zbiezny jest ograniczony, wiec |a,| < K dla pewnego K > 0
i wszystkich n. Zatem

lanb, — ab| = |anby, — anb + a,b — ab|
<lan| - [by = b + |an — al - [b]
<K-e+|bl-e=(K+|b]) ¢,

co potwierdza druga wtasnosé.
Na mocy (2.21) mamy

lim |b,| = 0],
n—oo
a stad istnieje V7, takie ze
b
b > 2 s
2
Niech ¢ > 0. Wobec zbieznosci ciagu {b,, }
|bn—b|<€, n>N2
Stad dla kazdego n > N = max{Ny, N2} mamy
1 1 b—>b 2
LR "|< R

- . b 2
bn b1 on] [0l " Lgp O]

Tym samym dowodd zostal zakonczony. O



2.23. Wniosek. Jesli lim, . a, = a, to dla kaidego o € R

lim «-a, =a-a.

Jesli ponadto lim,, o, b, =b#0 i b, #0, to
lim n _ 8
n—ooo b, b

Przez indukcje tatwo wyprowadzamy nastepujacy wniosek.

2.24. Wniosek. Niech bedq dane zbiezne ciggi {a%k)};l“’:l, gdzie 1 < k < N. Wtedy

N N
lim E a,gk) = g lim aglk)
n—oo n—o0
k=1 k=1
oraz

N N
i (k) — i (k)
Ji [L o = ][ Jn o

2.25. Przyklad. Rozwazmy ciag geometryczny {q"}, gdzie ¢ > 0. Z nieréwnosci Ber-

noulliego dla kazdego n € N mamy
¢"=(1+(@-1))" >1+n@-1)>@-1)-n
(1) Zalézmy, ze q¢ > 1. Wtedy
"> (q-1)n
i wobec tego

lim ¢" = co.
n—oo

(2) Zalézmy, ze 0 < g < 1. Wtedy

1\ 1
G) > G-
q q
a wiec
1
qn < L ]
1—q n
i wobec tego
lim ¢" = 0.
n—oo

2.26. Jeslia >0, to {/a — 1.

Dowdd. Niech a > 1. Wtedy na mocy odwrotnej nieréwnosci Bernoulliego

-1
1<a1/n:(1+(a_1))1/n<1+a ’
n

wiec nasza teza wynika z lematu o trzech ciggach. Jedli zas 0 < a < 1, to

al/n 1

(1/a)t/»’

gdzie 1/a > 1, i teza wynika z pierwszej czesci dowodu.

O

Czasem ze zbieznosci pewnego ciggu, mozna wnioskowaé o zbieznosci, a nawet o war-

tosci granicy innego ciagu. Rozwazmy trzy takie sytuacje.



2.27. Dla ciggu zbieznego cigg kolejnych srednich arytmetycznych jego poczgtkowych wy-
razow jest zbiezny do tej samej granicy, tzn.
a1 +as+ ...+ 0, nooo

n

n— 00 A —
Ap —— a = n —

Dowdd. Niech € > 0 i niech |a, —a|] < e dlan > N. Dlan > N mamy

n

n
An—a:%Zak—a ;kz_:ak—a - Z (ar — a),

k=N+1
wiec
C
|A, —al < N pe<2e
n
dlan > Nin>Cy/e, gdzie Cn:Z,ivzl lax, — al. O

2.28. Niech {a,} bedzie ciggiem o wyrazach dodatnich. Wowczas

dntl g implikuje /a,, — a.
an
> N.Dlan>N
Qp = In_ Gnot -GN+ -ap,
an—1 Gp-2 an

wiec

en(a—e)" <a, <Cn(a+e)”,
i stad

Ve (a—e) < an < YT (a+e),

gdzie

an c an
C = =
N (a —e)N’ N (a+e)N

Jesli n jest tak duze by /ey >1—¢ei1 {/Cny <1+4¢, to
(1—-e)a+e) < ay, < (1+¢e)(a+e),

skad juz natychmiast wynika nasza teza. O

2.29. Wniosek. Mamy
lim ¢/n=1.

n—oo
Dowdd. Rzeczywiscie, jesli a,, = n, to apt1/a, = 1+1/n — 11 teza wynika z (2.28). O

2.30. Niech bedzie dany cigg a, > 0, taki ze lim, . /a, = a. Jesli a < 1, to a, — 0.
Jesli zas a > 1, to a, — 0.
Dowdéd. Zatézmy, ze a < 1. Niech a < g < 1. Wtedy {/a, < ¢ dla dostatecznie duzych
n, a wiec

0<a, <q"
i stad a, — 0. Jedli natomiast a > 0, niech 1 < ¢ < a. Wtedy /a,, > ¢ dla dostatecznie
duzych n i wobec tego

an >q",

skad a, — oo.



Niech beda dane dwa ciagi rozbiezne do nieskoniczonodci. Méwimy, ze ciag {a,} jest
szybciej rozbiezny niz ciag {by,} 1 piszemy a, > by, jesli

lm 9 _
Jn g = o0
2.31. Przyklad. Rozwazmy ciag geometryczny {¢"}52 , gdzie ¢ > 1, oraz ciag potego-

wy {n™V1}22 ,, gdzie i N € N. Wiemy juz, ze obydwa ciagi sa rozbiezne do oo. Niech

QAp = qT
Mamy
1)Ng" I\N 1 1
An+1 :(n+ )™q :<1+7> Sl
an ann+1 n q
wiec takze
lim a, <1,
n—oo
a stad
N
lim — =0
n—oo "

Zatem nV < ¢, gdy ¢ > 1.

2.32. Przyklad. Poréwnajmy teraz ciag geometryczny {q"}52 , gdzie ¢ > 1, z réwniez
rozbieznym do oo ciagiem {n!}52 ;. Niech

q
p = —.
n!
Jak latwo widaé,
an+1
ntl _ q 0,
2%
a wiec
n
lim =— =0,
n—oo 7’2,'

czyli ¢" < nl.

7 aksjomatu cigglo$ci wynika nastepujace podstawowe dla teorii zbieznosci ciagdw
twierdzenie.

2.33. Twierdzenie. Kazdy rosnqcy i ograniczony z gory cigg {an} liczb rzeczywistych
jest zbiezny.

Dowdéd. Niech a = sup, ¢ an. Pokazemy, ze a = lim,_. a,. Rzeczywiscie, dla dowolne-
go € > 0 istnieje N € IN, takie ze ay > a — . Wobec monotonicznoéci ciaggu

a—e<ap<a, n > N,
co konczy dowdd. O
Wystarczy zastosowacé to twierdzenie do ciagu o wyrazach przeciwnych, by otrzymac

2.34. Whniosek. Kazdy malejgcy i ograniczony z dolu cigg liczb rzeczywistych jest zbie-
ny.

Jak pokazaliémy wczesniej, ciag o wyrazach

1\"
wn (14
n

jest $cisle rosnacy i ograniczony, wiec, na mocy aksjomatu cigglosci, zbiezny. Wartosé
jego granicy nazywamy liczbg e.



2.35. Twierdzenie. Zachodzi nastepujgca réwno$é:

"1
e = lim ZH
n—oo k:O 1

Dowdéd. Oczywiscie ciag
n
1
W= %
k=0

jest Scisle rosnacy i, jak wiemy, ograniczony przez 3, a wiec zbiezny. Oznaczmy jego
granice przez a € R. Wiemy juz takze, ze

I\~ 1
en:<1+ﬁ> <;(}H=an, neN,

wiec na mocy Wniosku 2.11 jest e < a. Pozostaje dowie$¢ nieréwnosci przeciwnej. W
tym celu ustalmy liczbe m € IN. Wtedy dla dowolnego n > m > 2

(5 ()

(230 —2+ 3 (=) (- 2) - (- 50)

m\m m 1
>2+ (1- ;) >
k=2

Przechodzac po prawej stronie do nieskonczonoéci z n, otrzymujemy

UEN I |

eZ2+) =D 5 =am,

k=2 k=0

a stad, jeszcze raz korzystajac z Wniosku 2.11, dostajemy e > a. O

2.37. Przyktad. Nastepujaca nieréwnos¢ okredla, jak dokladnie kolejne sumy czesciowe
an przyblizaja liczbe e:

n-n!’

n
1 1
(2.38) 0<e—ZH<— neN.
k=0
Aby ja uzasadnié¢, zauwazmy, ze dla dowolnego n € N

"1 X1 "1
e=d = m > gD g
k=0 k=0

k=0

, Tl 1

= im (Y- Y )
k=0 k=0

m

1
lim E —
m—00 k! ’
k=n+1
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o ile m > n. Oszacujmy wyrazy tego ciggu. Mamy

Zm:if oL
k:n+1k! m+1)! (n+2)! 7 ml

—1-<1+ L . +ot ! )
~ (n+ 1) n+2 (m+2)(n+3) 7 (n+2)(n+3)...m

1 1 1 1
<——- (1 et
n+ 1) < HETE R ) i +(n+2)m”1)
1
1 1- (n+2)ym-n < 1 n -+ 2

: : < :
(n+1)! l— s m+1)! n+1
I (n+2n 1 n? +2n < 1
n-nl (n+12 n-n! n24+2n+1 " n-n!

Poniewaz prawa strona ostatniej stabej nieréwnosci nie zalezy od m, wiec rowniez

1 1
mlgnoo Z k! < n-nl
k=n-+1

2.39 (wazne nieréwno$ci). Dla kazdej liczby naturalnej n jest
n n+1
(n—l—l) <e”n!<<n—|—1> )
Dowdd. Mamy'

1\2 143 1\7 nm
e">2(1+7> (1+f) ...(1+7) :m7
2 3 n n!
skad natychmiast wynika pierwsza nieréwnosé¢. Podobnie
1.3 1\ 4 1y n+1 1)n+1
e”<22(1+—) (1+—> ...(1+—) :u,
2 3 n n!
a stad druga nieréwnosc. (]
2.40. Wniosek. Mamy

n n!
Iim — =1/e.
im - /e

n—oo

2.41. Przyklad. Pierwiastek z dowolnej liczby naturalnej jest albo liczba naturalng
albo niewymierna. Zatézmy bowiem, ze dla dowolnej liczby naturalnej n

vi="2,
q

gdzie p € N, g € Z\ {0} oraz p i ¢q sa wzglednie pierwsze. Podnoszac obie strony do
kwadratu, otrzymujemy réwnosé réwnowazna

()

ng® = p*.

a stad

Gdyby liczba ¢ miala jakis dzielnik pierwszy, to musialby on dzieli¢ réwniez prawa strone,
czyli liczbe p, a tak byé¢ nie moze (bo p i ¢ sa wzglednie pierwsze), zatem ¢ nie ma
dzielnikéw pierwszych, czyli ¢ = 1, co oznacza, ze /n =p € N.

1Ten pomystowy dowdd zawdzieczam prof. Tadeuszowi Pytlikowi.
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2.42. Liczba e jest niewymierna.
Dowdd. Zalébzmy nie wprost, ze e = g, gdzie p,q € N sa wzglednie pierwsze. Dla n = ¢
nieréwnosé (2.38) przyjmuje wtedy postaé

0<? §q L1
| g’
¢ = kKl g-q!
Mnozac obie strony przez ¢!, otrzymujemy

q
1 1
y<7<1.

k=0 q

0<p(g—1!'—gq-
Aby uzyskaé¢ sprzeczno$é, wystarczy zauwazy¢, ze liczba
q
q!
= — 1) = 7
a=plg-11-Y L)
k=0

jest naturalna. (Il
2.43 (Aproksymacja pierwiastka). Niech bedzie dana liczba ¢ > 0. Niech 0 < a < +/c.
Definiujemy cigg

1
To = a, xn+1=2(xn+c>, n € N U{0}.

Cigg {2, }22, jest ciggiem malejgcym zbieznym do /¢, a ponadto

xn—\/5<

2
x5 —cC

2a
Dowdd. Zauwazmy, ze

1 c / c
In+1<n+>> In'*:\/a
2 Tn T

wiec {Tn tnen jest ograniczony z dotu przez /c dla n > 1. Mamy tez

1 c c
Tnt+1 = 5 xn"’; gmax{xruf} = Tn,
n n

wiec {Z, }nen jest malejacy.
Jako ograniczony od dotu i malejacy nasz ciag ma granice = > +/c. Aby ja obliczyd,
przejdzmy do granicy z n — oo we wzorze definiujacym ciag, otrzymujac

1 +c
r=—-|xz+ —
2 x)’

dla kazdegon € N.

skad

a poniewaz x > 0, wiec

Oszacowanie btedu wynika stad, ze

2

2 —c 2 —¢c
0<xy, —ec=—2 < =
Ty +4/C 2a
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Obliczmy dla ilustracji przyblizenia /2, jakie mozna otrzymaé tym sposobem. Przyj-
mujac a = 1, widzimy, ze
3 17 577
=-=15 = — ~ 1.4167 = — = 1.4142.
T T © T 408

Zbadajmy jeszcze, jak blad popelniamy przy tych przyblizeniach. Mamy
1
Ey =29 — V2 < — = 0.0035
y =Ty — V2 783

oraz )

E3 =23 — V2 < ——— =~ 0.000003.

s =5~ V2 < s
2.44. Przyklad. Rozwazmy ciag o wyrazach
n

(—1)k+1 1 1 1 1
n= =14 - — =+ ... 4+ (D)=
=3 ptg gt

k=1
Ciag ten oczywidcie nie jest monotoniczny. Mimo to wywnioskujemy jego zbiezno$é z
aksjomatu ciagtosci. W tym celu przyjrzyjmy sie ciagom

bn = G2n-1
oraz
Cp = Q2n.
Zauwazmy, ze
1 1
b 1—b = a2 1 — Qoapn—1 — - — <0
wl T T e " n+1 2n

oraz

b:(1—1)+(1—1)+
" 2) " \3 1)

1 1 1
+<2n—3_2n—2>+<2n—1>>0’

gdyz kazdy ujety w nawias skladnik sumy jest dodatni. Zatem ciag {b, }, jako malejacy i
ograniczony od dolu, jest zbiezny (na mocy akjomatu ciagtoséci). Oznaczmy jego granice
przez b € R. Podobnie dla ciagu wyrazdéw parzystych ciagu {a,} mamy

1 4 1 -
2n+2 2n+1

cn =1+ 71+1 + *}+1 +
" 2 3 45

+ 1 +# + i <1
2n—2 2n-—1 2n

(gdyz kazdy ujety w nawias skladnik sumy jest ujemny), wiec ciag {c,} jest zbiezny, jako
rosnacy i ograniczony z goéry. Oznaczmy jego granice przez ¢ € R. Zauwazmy ponadto,
ze

Cnt+1 — Cp = Q2p42 — A2, = 0

oraz

1
Cn — by = ™
wiec przechodzac do granicy z n — oo, dostajemy
b=c.

PokazaliSmy w ten sposéb, ze ciagi {b,} 1 {c,} sa zbiezne do tej samej granicy, zatem w
kazdym przedziale otwartym zawierajacym b = c¢ znajduja sie prawie wszystkie wyrazy
ciagu {a,} o numerach parzystych i prawie wszystkie o numerach nieparzystych, czyli
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prawie wszystkie wyrazy tego ciagu, co oznacza, ze ciag {antnen jest zbiezny. Troche
péZniej zobaczymy, ze jego granica jest réwna log 2.

Kolejnym waznym pojeciem niniejszego wyktadu jest pojecie punktu skupienia ciggu
i 4cisle zwiazane z nim pojecie podciagu. Niech bedzie dany ciag {a,}nen. Niech ciag
{ni}ken 0 wyrazach naturalnych bedzie $cile rosnacy. Wtedy ciag o wyrazach

b = an,
nazywamy podciggiem ciagu {a,}.
2.45. Twierdzenie. KaZdy podciqg ciggu zbieinego jest zbiezny do tej samej granicy.
Udowodnienie tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi.

2.46. Twierdzenie (Bolzano-Weierstrass). Kazdy ograniczony cigg liczb rzeczywi-
stych ma podcigg zbiezny.

Dowdd. Niech {z,}°; C [a,b]. Podzielmy przedzial [a,b] na p6l i wybierzmy te polo-
we, gdzie jest nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu {z,}. Oznaczmy ten przedzial przez
[a1,b1]. Niech [ag,bs] bedzie ta polowa przedzialu [aq,b1], ktéra zawiera nieskonczenie
wiele wyrazéw {x,}. Analogicznie konstruujemy zstepujacy ciag przedzialéw, takich ze

lan, — by =27 "a — b],

z ktérych kazdy zawiera nieskoficzenie wiele wyrazéw ciagu {z,, }. Zauwazmy, ze wéwczas
ciag {a,} jest rosnacy i ograniczony z géry przez b, wiec zbiezny do pewnego o € R, a
ciag {b,}, jako malejacy i ograniczony z dolu przez a, jest zbiezny do pewnego 3 € R.
Ponadto

b—a nooo

2n

b, —a, = 0,
wiec
(2.47) a=p.
Wybierzmy teraz podciag {z,, }72, ciagu {z,} w nastepujacy sposéb: Niech z,, €
[a1,b1]. Przypusémy, ze wybraliSmy juz
Ty € [a1,b1], Tn, € [az,b2], ..., T, € [ak,bk]
tak, ze
ny<ng <...<ng.

Jako xy, ., wybieramy taki wyraz z przedziatu [agi1,br41], aby ng41 > ng. Mozna to
zrobié¢, bo w przedziale znajduje sie nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu {z, }.
Skoro
ap < Ty, <bg, k€N,

wiec na mocy (2.47) i twierdzenia o trzech ciagach réwniez
DO = 8,

co konczy dowdd. ([l

Ty

Moéwimy, ze liczba £ jest punktem skupienia ciggu {x,} jesli w kazdym przedziale
otwartym zawierajacym & znajduje sie nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu {z,}.

2.48. Liczba & jest punktem skupienia ciggu {x,} wtedy tylko wtedy, gdy cigg {xn} ma
podciqg zbiezny do &.



14

2.49. Przyktad. Jesli przez A oznaczymy zbiér punktéw skupienia ciagu, to w przypad-
ku ciagu stalego x,, = ¢ jest A = {c}; w przypadku ciagu x,, = (—1)™ jest A = {—1,1};
w przypadku ciagu zbieznego do granicy a jest A = {a}.

2.50. Przyklad. Niech {x,} bedzie ciagiem wszystkich liczb wymiernych odcinka [0, 1],
a ¢ dowolna liczba z tego odcinka. Wybierzmy teraz podciag {n, }ren clagu {z,} tak,
aby

VEeN =, € (g—l §+1)

' k’ k/

Mozemy oczywiscie wybra¢ taki podciag, gdyz miedzy dwiema réznymi liczbami rzeczy-
wistymi znajduje sie nieskonczenie wiele liczb wymiernych. Tak wybrany podciag jest
zbiezny do &, co oznacza, ze zbiorem punktéw skupienia ciagu {z,} jest caly odcinek
[0,1].

2.51. Twierdzenie. Jezeli wszystkie podciggi zbiezne ciggu ograniczonego sq zbiezne do
tej samej granicy, to sam cigg jest rowniez zbiezny do tej granicy. Rownowaznie, jezeli
cigg ograniczony jest rozbiezny, to ma przynajmniej dwa podciqgi zbiezne do roznych
granic.

Dowdd. Niech {z,} C [a, b] bedzie ciagiem rozbieznym. Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa
istnieje podciag

k—o0
Ty, — Q.

Z rozbieznosci ciagu {z,, } istnieje € > 0 taki, ze poza przedzialem (a—¢e, a+¢) znajduje
sie nieskonczenie wiele wyrazéw {x, }, ktére oczywidcie nadal naleza do przedziatu [a, b],
wiec spoérdd nich réwniez mozemy wybraé podciag zbiezny, tzn.

Lmy, koo, g,
gdzie
[T, — | > €, ke N,
astad |8 — a| > e, wiec a # (. O

2.52. Whniosek. Cigg ograniczony jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbior jego punk-
tow skupienia jest jednoelementowy.

Okazuje sig, ze mozna mowic¢ o zbieznosci w oderwaniu od pojecia granicy. Stuzy temu
pojecie ciagu Cauchy’ego, ktére jak zobaczymy za chwile, jest w istocie réwnowazne
pojeciu ciagu zbieznego. Méwimy, ze ciag liczbowy {a,}nen jest ciggiem Cauchy’ego
(lub ciggiem fundamentalnym), jesli

Ve>0 INeN Vn>2N |a, —an|<e.
Zauwazmy, ze warunek Cauchy’ego mozna réwnowaznie wyslowi¢ tak:
Ve>0 ANeN Vnm>2N |ap,—an| <e.

Jest jasne, ze ten drugi warunek jest silniejszy od pierwszego. Czytelnik zechce sam
sprawdzi¢, ze sg one w istocie rownowazne.

2.53. Twierdzenie. Cligg liczb rzeczywistych jest zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ciggiem Cauchy’ego.

Dowdd. (=) Wezmy ciag zbiezny {a,}. Niech ¢ > 0. Ze zbieznosci ciagu wynika, ze
istnieje takie N € N, ze dla dowolnych n > N

lan, —a| < g,



15

wiec
lan, —an| < 2e.
(<) Wezmy ciag Cauchy’ego {a,}. Wtedy istnieje takie N € N, ze dla kazdego n > N
lan, —an| <1
czyli
ay —1<a, <ay+1.
Poniewaz poza tym przedzialem jest tylko skonczona liczba wyrazdéw, wiec caly ciag
{an} jest ograniczony. Zgodnie z twierdzeniem Bolzano-Weierstrassa istnieje podciag
{an, tken ciagu {a,} zbiezny do pewnego o € R. Pokazemy, ze caly ciag {a,} jest
zbiezny do a. W tym celu ustalmy dowolnie liczbe e > 0. Poniewaz {a,} jest fundamen-
talny, wiec istnieje N € N, takie ze
lan — am| <&, m,n > N.
Natomiast ze zbieznoéci podciagu {a,, } do liczby o wynika, ze
|an, — o] <e, k> K,
dla pewnego K € N. Poniewaz {n;} jest rosnacy i rozbiezny do oo, wiec zwiekszajac
ewentualnie K mozemy przyjaé, ze takze
ng = N, k> K.
Wtedy dla kazdego k > K i kazdego n > N mamy
lan, —al <e, lan, —an| <&,
a stad
lan — ] < |an — an, | + |an, — o] < 2¢,
co oznacza, ze lim,, .. a, = a. O
Dla ciagu {a,} zdefiniujmy nowy ciag
ail = Qp41 — Onp,
ktéry bedziemy nazywaé ciggiem przyrostéw albo pochodng ciagu {a,}.
2.54. Twierdzenie (Stolz). Niech bedg dane dwa ciggi {an} i {bn}, przy czym cigg

{bn} jest scisle rosngcy i rozbieiny do co. Wtedy zachodzi nastepujgca implikacja:
!/
lima—":geR = lima—n:g.
Dowdd. Bez straty ogdlno$ci mozemy przyjac, ze a; = by = 0 oraz b, > 0 dlan > 2.

Zalozmy tez na razie, ze g = 0. Niech € > 0. Z zalozenia istnieje takie N3 € N, ze
(2.55) Vn > Ny lar| < ble.

!
n

Skoro ciag {b,} jest $cidle rosnacy, to ciag {b),} ma wszystkie wyrazy dodatnie i

n
e )
= ag — ag
bn+1 bn+1 k;( i )
1 n 1 N, 1 n
< lak| = -—— D lakl + ||

C € -
<y S ov <2
bn-l—l bn+1 k=N1+1
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dla wszystkich n > Ny, gdzie N 3 Ny > N; jest dobrane tak, aby

Cn
bn> ?17 n>N27

N1
Cn, = Z ‘a’;<3|
k=1

jest stala. Istnienie takiego No wynika oczywiscie z rozbieznosci do oo ciagu {b,}. Tym
samym dowiedlidmy twierdzenia w przypadku, gdy g = 0.
Dla dowolnego g € R niech
Qp = ap — bpg.
Wtedy, jak latwo zauwazyé o), = a,, — gbl,, wiec ciagi {ay,} i {b,} spelniaja zalozenia

Qn

twierdzenia z g = 0 i na mocy pierwsze] czeéci dowodu 3= — 0, skad natychmiast

G, o+ gbp n—co
“n

br, b

I tak dowdd zostal zakonczony. (I

2.56. Przykltad. Stosujac twierdzenie Stolza, pokazemy ze dla dowolnego o > 0

_1+2a+3a+...+na n— 00 1
N notl a+1’

Ty
W tym celu przyjmijmy oznaczenia:

anp =14 4+24+3+ ... +n"

oraz
b, = n°t1.
Ciag {b,} jest oczywiscie $cisle rosnacy i rozbiezny do co. Zauwazmy, ze
a, (n+1)~
b (n+ 1)t —patl’
gdzie
1 1 1 1 oott
(n+ 1) =0+ = (n 4+ 1)2% (1 (1- ) ) <m+1a+)
n+1
oraz

1 a+1
(n+ 1)+t = patl = potl ((1 + f) - 1) > n®(a+1).

n
Szacujac skorzystaliSmy dwukrotnie z nieréwnosci Bernoulliego. Z otrzymanych nieréw-
nosci wynika, ze

1 !/ @
< ay, < (1+1/n)
a+1 b, a+1

a stad na mocy lematu o trzech ciagach

)

/
Gy oo, 1

bl a+1

)

co po zastosowaniu twierdzenia Stolza daje

Ap n—oo 1
e —

b, a+1

Ty =
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2.57. Przyklad. Rozwazmy ciag o wyrazach
1+ L + = +...F A
Ty = s S S [y
2 3 n ) n®

gdzie a > 0. Pokazemy, ze

lim z, = 0.

n—oo
Istotnie, jesli przyjmiemy oznaczenia

14 L + L + ...+ !
ay = —+ 4.+ -
" 2 3 n’
oraz
bn = nav

to oczywiscie ciag {b,} jest Scisle rosnacy i rozbiezny do oo oraz
1
/

[ n+l
0< b,  (n+1)>—no
! 1
(n+1)o 11— (1— )
1 n—oo
< 0,
a(n+ 1)«

wiec na mocy twierdzenia Stolza
n—oo

xn — 0.
Szacujac skorzystaliSmy z odwrotnej nieréwnoéci Bernoulliego
1y« o
(1+-) <142
n n

obowiazujacej dla 0 < a < 1, bo tez i do takich a mozna sie tu ograniczy¢.
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e =2 L BTN

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

Zadania
. Ciag (a,) jest Scisle rosnacy. Pokaz, ze ciag A,, = % ZZ=1 ay jest tez Scisle rosnacy.
. Niech ¢ bedzie liczba niewymierna. Pokaz, ze ciag a, = m(nf) jest ré6znowarto-
Sciowy.

. Zmajdz blok B, w przekatniowej numeracji liczb wymiernych dodatnich, pamie-

tajac o odrzuceniu wszystkich wyrazéw wystepujacych juz wezesniej.

. Znajdz wyraz w}, w przekatniowym ciagu liczb wymiernych dodatnich.
o , +1

. Udowodnij, ze > p_, k = %
o +1)(2n+1

. Udowodnij, ze > ,_, k* = %.

. Uzasadnij, ze dla kazdego n € N

"1
Zﬁ<2'
k=1

. Popraw wynik poprzedniego zadania, tak by uzyskaé¢ nieréwnosé

En 1 < 1+§
k2 4’
k=1

1 1

. Wykaz, ze ciag e, = (1 — E)"_l jest malejacy, natomiast ciag f, = (1 — )" nie

jest.

Korzystajac z nieréwnosci Bernoulli’ego, sprawdz, ze ciag u, = (1 + %)"“ jest

malejacy, a ciag v, = (1 — =)™ — rosnacy.
Niech a € R. Sprawdz, ze warunki Ve > 0 a < e oraz Vn € N a < 1/n sa
réwnowazne. Korzystajac z tego zmodyfikuj odpowiednio definicje granicy ciagu.
Dane sa liczby x,y > 0 i liczba wymierna 0 < u < x +y. Wykaz, ze istnieja liczby
wymierne 0 < v < zi0 < w < y, takie ze u = v + w.
Udowodnij nieréwnosci

b—1

b—-1
14— <b/m<c14+ —= 1#b>0 1.
+(n_1)b+1< <1+ — #b>0, n>

Udowodnij nieréwnos$é /n < 1+ \/% . W tym celu podnie$ obie strony do n-tej
potegi i skorzystaj ze wzoru Newtona.
Wprost z definicji wykaz, ze

6n+2 6 . on+1 1+24+3+---4+n 1

noooTn—3 7 mecon+1 0 noeo  (n+1)2 2

Ponumeruj metoda przekatniowa wszystkie liczby wymierne z odcinka [0, 1]. Otrzy-
many cigg jest ograniczony, ale rozbiezny. Uzasadnij.

Pokaz, 7e dla kazdego n € N jest (1+ )2 < 3720 20

Udowodnij nieréwnosci

1\" n
n!<(n;— ) , n!<e(g) .

Niech < x < 1 bedzie liczba rzeczywista o zapisie dziesietnym 0.cicocs..., W
ktérym nie wystepuje okres (9). Sprawdz, ze ¢, = [10 - m(10"~1)]. Kiedy ciag
{cn} jest zbiezny?
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24.
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30.
31.
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33.
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35.
36.
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38.

39.

40.
41.

42.
43.
44.
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Niech a, > 0 dla n € N. Wykaz, ze a,, — 0 wtedy i tylko wtedy, gdy i — Q.
o(n)
211,
Ciag {an} jest ograniczony, a {b,} zbiezny do 0. Pokaz, ze anb, — 0.

Niech ¢ bedzie dowolnym wielomianem. Wykaz, ze — 0, gdy n — oo.
Wiedzac, ze a, — a, znajdz granice ciagow b, = Gp41 — Gn, Cp = Ap + 20541,
dn, = |an|7 €n = Uplni1, fn = max{anaan+1}~

Wiemy, ze a,, — a. Czy ciag b, = [a,] ma granice?

Wykaz, ze

- 1
_ 1 — .
kZ::lk(k—i—l)_) , vn+ Vn—0

Pierwszy ciag jest rosnacy, a drugi — malejacy. Uzasadnij.

Dany jest ciag a, — a. Budujemy nowy ciag b, = >_;_; (ak+1 — a). Wykaz, ze
b, — b= a —ay. Czy nie przeczy to tezie, ze pierwszy wyraz ciaggu nie moze miec¢
wplywu na wartosé granicy?

Wykaz, ze "y/n — 1.

3001
Wykaz, 7e 0 < (281) " —e <1072

Oblicz granice ciagéw
1

an = V20457, b= V2T 50, oy = (2" +5") V.

Zbadaj zbieznos¢ i granice ciagu n“q", gdzie ¢ > 0, o € R.

Uzasadnij nieréwnoscé
n"tt > (n+ 1), n > 3.

/7 jest $cisle monotoniczny dla n > 3.

Pokaz, ze ciag a, =n

Udowodnij, ze "W — 1.

Wiedzac, ze 0 < a < b, oblicz granice ciaggu
a™ + 3b™

= By hn

Pokaz, ze ciagi n'/™ i n!'/™ sa monotoniczne.

Niech @ > 1 i niech a,, = [a"]. Oblicz lim, o @y, i lim, o /a,.

Znajdz liczbe wymierna w przedziale (2%7 e).

Ktéry z podanych ciagéw szybciej dazy do nieskonczonosci: a) a,, = n!, b, = n";

b) a, = 3", b, = 2"n; ¢) a, = &, b, =277

Niech z1 = —% iy = %(xn +x,;1). Znajdz granice tego ciagu.
Niech p; = 1 i ppy1 = %};’””). ZnajdZ granice tego ciggu.
Znajdz kresy zbioréw A = {% :ne€ N}, B= {%—l—% :m,n € N}, C= {lm’l’f‘_n :

m € Z,n € N}. W kazdym przypadku wskaz ciag elementéw zbioru zbiezny do
danego kresu.

Oblicz sup,, ¢y infren mLJrn oraz inf,en sup,,en mLM
Wykaz, ze minogr<n k!(n — k)l = [5]1(n — [3])! § maxogpgn k(0 — k)l = nl.

Udowodnij, ze dla kazdego ¢ > 0

w2 [3]
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45

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.
55.

56.

57.

58.

59.
60.
61.
62.

63.
64.

65.

66.

67.

n+1 n !
. Oblicz granice lim, .o —Y /=" i Tim, o (1 + —5) V7.

Wiadomo, ze a,, — a i b, — b. Wykaz, ze
aObn + albn—l +- anbO

lim = ab.
n—oo n

Znajdz przyblizenie /3, przyjmujac zo = 2 i obliczajac x3. Oszacuj tez blad
przyblizenia.
Znajdz przyblizenie /5, przyjmujac xo = 3 i obliczajac z5. Oszacuj tez blad
przyblizenia.

Niech a, = ZZ:O ﬁi}; Nasladujac rozumowanie z wykladu, pokaz, ze ten ciag
jest zbiezny.
Niech ¢ > 0. Pokaz, ze ciag a1 = /¢, ant1 = /¢ + a, jest zbiezny i znajdz jego
granice.
Niech bedzie dany zstepujacy ciag przedziatéw domknietych I,y C I, C R.
Udowodnij, ze przekrdj (-, I, jest niepusty. Pokaz na przykladzie, ze tak by¢
nie musi dla przedziatléw pélotwartych, a tym bardziej otwartych.
Wykaz, ze je$li pp, ¢n € N 11im,, o % = ¢ jest liczba niewymierna, to lim,,_, - ¢, =
0.
Wykaz, ze ciag monotoniczny, ktéry ma podciag ograniczony, sam jest ograniczo-
ny.
Ile punktéw skupienia moze mieé ciagg monotoniczny?
Zbuduj ciag, ktérego zbiorem punktéw skupienia jest £ = {% :n € N}. [W tym
celu elementy zbioru {1 + L :n,m € N} ustaw w ciag metoda tablicowa.]
Ciag a,, > 0 spelnia warunek rekurencyjny a,+1 = H% Wykaz, ze a, dazy do
zlotej liczby @
Zmajdz wszystkie punkty skupienia ciagu u, = m(%), gdzie p,q € N sa wzgled-
nie pierwsze.
Pokaz, ze z kazdego ciagu Cauchy’ego {z,} mozna wybraé¢ podciag {x,, }, taki
e |Tny,, — Tn,| <27F dlak € N.
Znajdz granice ciagu U, = 2%%’ gdzie 1/2 < uy < 1.
Wiadomo, ze any1 — an, — a. Pokaz, ze %= — a.
Niech a,, — a i b, — b. Wykaz, ze wtedy max(ay,b,) — max(a,b).
Udowodnij, ze jesli 0 < a, — a, to b, = /aiaz...a, — a. Jedli natomiast
a, — 00, to b, — oo.
Udowodnij, ze granica ciagu z, = Y ,_, ﬁ jest liczba niewymierng.
Niech a,, — a i niech N 3 njy — oo. Udowodnij, ze by = ap, — a. Czy {by} jest
podciagiem {a,}?
Znajdz zbiér A punktéw skupienia ciggow

n n
a, = (—1)", b, = 2(_;)%4_3, Cp = % + sin %, d, = (1 + %)n
Dany jest utamek nieskracalny = = p/q € (0,1). Znajdz wszystkie punkty sku-
pienia ciagu a, = m(nx).
Dany jest ciagg ograniczony {a,}. Budujemy nowy ciag b, = supy,, ax. Sprawdz,
ze ciag {b,} jest malejacy i ograniczony od dotu.
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Pokaz, ze jeSli |upy1 — upn| <27 dlan € N, to ciag {u,} jest fundamentalny.
Nie korzystajac z aksjomatu ciaglosci, wykaz, ze ograniczony cigg monotoniczny
jest fundamentalny.

Wiedzac, ze ciag {a,} jest postepem arytmetycznym o wyrazach dodatnich i
roznicy r > 0, oblicz granice

. A, .
lim — lim

ay+as+---+an

n—oo n n— oo n2 ’

Wiedzac, ze ciag {a,} jest postepem arytmetycznym o wyrazach dodatnich i
réznicy r > 0, pokaz, ze
n(alag...an)% 2

lim =—.
n—oo a1 +ag+ -+ ay e

Wykaz, ze ciag
(1+ 1™
en
jest malejacy, a wiec zbiezny. (Jego granica wynosi 1/4/e, ale to udowodnimy
pézniej.)

Qn



