3. Funkcje elementarne

Funkcjami elementarnymi bedziemy nazywa¢ funkcje tozsamosciowa x — x, funkcje
wykladnicza, funkcje trygonometryczne oraz wszystkie funkcje, jakie mozna otrzymac z
wyzej wymienionych droga nastepujacych operacji: ograniczania dziedziny, dodawania,
mnozenia, dzielenia i odwracania funkcji, gdy jest to mozliwe. Tak wiec wéréd funkcji
elementarnych znajda sie takze funkcja logarytmiczna, wielomiany, funkcje wymierne,
kotowe, hiperboliczne i wiele innych.

W tym rozdziale podamy precyzyjne definicje tych funkcji i wypunktujemy ich naj-
prostsze wlasnosci. Zacznijmy od podstawowych wlasnosci potegi:

(a) a® >0,

(b) a®t¥ = a%aV,

(c) Jedli a>1 i x>0, to a®>1,
(d) (%)Y = a™

dla a > 0 oraz z,y € R.

Dla ustalonego a > 0 funkcje
R>z+—a” €(0,00)
nazywamy funkcjg wykiadniczq o podstawie a. Jesli a = e, to funkcje

rH——e€

nazywamy po prostu funkcjq wykladniczq. Zauwazmy, ze z wlasnosci ¢) wynika, ze funkcja
wykladnicza o podstawie a > 1 jest Scisle rosnaca.
Jedli z kolei ustalimy o € R, to funkcja

(0,00) 3 — 2% € (0,00)

nazywa sie funkcjg potegowqg o wykladniku a. W przypadku, gdy a = n € IN, dziedzina
funkcji potegowe;j jest cala prosta R.

3.1. Lemat. Niech a > 0 i niech A = max{a,1/a}. Wiedy
(3.2) la® —1| <Al -1, zeR.
Co wiecej, jesli |x| < 1, to
(3.3) la® — 1| < (A —1)|z|.
Dowdd. Rzeczywiscie, jesli a® > 1,
la® — 1] =a® —1 < A"l — 1,

a jesli a® < 1, to

la® —1|=1—a"=a®(a™"—1) <a®—1< A"l -1,

co dowodzi pierwszej nieréwnoéci. Druga wynika z pierwszej przez zastosowanie odwrot-
nej nieréwnosci Bernoulliego:

|z|
|az—1|<A|“‘—1=(1+(A—1)) 1< (A1),
bo |z| < 1. O

3.4. Twierdzenie. Niech a > 0. Wtedy x, —— z € R pocigga a®» +—5 a®.
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Dowdd. Dla dostatecznie duzych n, mamy |z — x,| < 1. Wtedy
|a®" — a®| = a®|a® 7" — 1| < a®(A — 1)|z,, — x|,
skad natychmiast wynika nasza teza. O

3.5. Twierdzenie. Niech 0 < a, — a > 0. Wtedy dla kazdego r € R

r N—00 T
a

A,

Dowdéd. Przyjmijmy najpierw, ze a =11 [z Wtedy

] =m.
by, < af < By,
gdzie
B,, = max{a™,a™"'}.

n»'n

b, = min{a™, a™ !

n »Yn 9
jak widaé, b, — 11 B,, — 1, wiec na mocy lematu o trzech ciggach a, — 1'.
Niech teraz A,, = max{a,/a,a/a,}. Skoro a,, — a, mamy A, — 1. Ponadto

|af;, — a®| = a®|(an/a)* — 1| < a"(A71 = 1)]z],
gdzie A{f‘ — 1, co daje nasza teze. (I
3.6. Jesli 1 < a, — oo, to

A, = (1+1/an)a" — e, B, = (171/an)7a" — e,
Dowdéd. Przyjmijmy najpierw, ze a,, € N. Wtedy wszystkie wyrazy ciagu {4,} sa réw-
niez wyrazami ciggu o wyrazach

en = (14 1/n)n

7 co najwyzej skonczong ilosciag powtorzen, wiec

lim A, = lim e, =e.

n—oo n—oo

Dla dowolnego ciagu {a,} skorzystamy z twierdzenia o trzech ciagach. Mamy bowiem

1 [an] 1 [an]+1
14— <A, <[|[1+—
() (- 5)

i na mocy pierwszej czesci dowodu skrajne ciagi sa zbiezne do e.
Druga cze$¢ tezy wynika z réwnosci

a an 1 Qn
B (o) = (o)
" ap, — 1 +an—l

i wezedniejszych rozwazan. (I

3.7. Twierdzenie. Dia kaZdego x € R
(3.8) lim  (14+x/n)" ="

|z|<n—oo

Dowdd. Jesli x = 0, teza jest trywialna. Jesli = # 0, to a, = 2 — +oo zaleznie od
znaku x. W obu przypadkach

(i) = (+1/a)") — e

na mocy (3.6) i Twierdzenia 3.5. O

1Ten sposOb rozumowania podpowiedzial mi p. Bartosz Ku$mierz.
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Przyjrzyjmy sie jeszcze ciagowi (3.8). Jesli  # 0 i n > |z, to z nier6wnosci Bernoul-

liego wynika, ze
n
n
) > (1 + E) )
n

x \ntl N
(1+—==) =((+—"5)
n+1 n+1
a wiec ciag ten dla n > |x| jest $cisle rosnacy.

3.9. Wniosek. Dla kazdego x # 0

e’ >1+u.
Dla kazdego 0 # z < 1

T
<14 —-
e’ —I-l_

Dowdd. Jedli x # 0, to dzieki nieréwnosci Bernoulliego (dla wykladnikéw naturalnych) i
temu, ze ciag (3.8) jest rosnacy, otrzymujemy

A\ N
>(1+N> > 1+,

jesli N = [x] + 1.
Stad, jesli dodatkowo = < 1,

co konczy dowdd. (I

3.10. Lemat. Dla dowolnych naturalnych 2 < k <n

o<1_@_%)@_%)“@_k;5<k@;9.

I R

/

Dowdd. Niech

gdzie 2 < k < n. Jak widaé, A, = - oraz
k—1
A < A1 + —, 2<k<n
n
skad przez indukcje
k—1
J_ Kk 1)
- .
j=1

3.11. Twierdzenie. Dla kazdego x € R

e’ = lim —.

Dowdd. Przypusémy najpierw, ze x > 0. Zauwazamy, ze dla n > m > 2
k

(“%)miﬁl <(+3) <ka

skad analogicznie jak w rozdziale 2 otrzymujemy zadana rownosé.



Niech teraz x bedzie dowolne. Oszacujmy réznice

i%ﬁ(u%)” <zn:(17(173)(172)'“(172))%.

n n n
k=0

Na mocy Lematu i pierwszej cze$ci dowodu dla |z| > 0

no_k n n k 2|
x x 1 || |z|%e
tenye et
Zk! ( +n an(ka)! 2n

k=0 k=2

skad juz tatwo wynika teza. O
3.12. Wniosek. Dia kazdego |x| < 1 i kazdego n € N

x
e:L’ = 7' + Tn(‘r)v
k=0
gdzie
xT n
n@I< el @< Gy 132
Dowdd. Jak tatwo zauwazy¢
mo_k
Tn(m) - 77%1—1’}100 ﬁ

Jak wiemy, dla n > 2

mo .k

>

k=n

m | | m | n

<Zﬁ<‘x|n2l<‘x—
b kST R T (i1 (n - 1)

k=n

bo |z| < 1. Oszacowanie dla n = 1 widaé¢ bezposrednio. Zatem po przejéciu do nieskon-
czonoéci z m, widaé, ze reszty r, spelniaja zadane nieréwnodci. ([l

Warto dobrze zapamigtaé¢ najprostsze przypadki tej nieréwnosci:
e =1+r(x)=1+z+rex)
=1+z+2%/2+r3(z), lz] <1,
gdzie
(@) <(e=Dal, (@) <|azf?,  |rs(@)] < J2f?/4.
Dla oznaczenia funkcji wyktadniczej bedziemy tez uzywali symbolu
expr = e”.
3.13. Obrazem R przez funkcje wykladniczq jest cala polprosta dodatnia. Innymi stowy,
exp(R) = (0, 00).
Dowdd. Niech dlay >0
E={reR:e" <y}
Poniewaz y < €Y, wiec takze e /¥ < y. Stad = = —1/y € E oraz y jest gérnym

ograniczeniem FE. Zbiér F jako niepusty i ograniczony z géry ma kres gérny. Niech a =
sup E. Istnieje ciag o wyrazach z,, € E zbiezny do a, wiec

e’ = lim e < y.



Z drugiej strony a+1/n ¢ E, wiec

e® = lim etV >y,

n—oo

co konczy dowdd. O

Stad i z wlasnosci (3) potegi wnioskujemy, ze funkcja wykladnicza
exp: R — (0,00)

jest wzajemnie jednoznacznym przeksztalceniem R na pélprosta (0, 00). Istnieje zatem
funkcja do niej odwrotna

log: (0,00) — R,
ktéra nazywamy funkcjg logarytmiczng.

3.14. Funkcja logarytmiczna ma nastepujgce wiasnosci:
log jest funkcjq $cisle rosnagcq,

log1 =0, loge =1,

logx -y = logx + log y, z,y >0,

a® = etloga, a>0, reR,

5. loga” = zloga, a>0, z€R.

L e

Dowdd. Pierwsze trzy wlasnosci sa natychmiastowa konsekwencja tego, ze log jest funkcja
odwrotng do wyktadniczej. Wlasnosé czwarta wynika stad, ze

T
emloga _ (eloga> — g%,

Ostatnia wlasnos¢ wynika z poprzedniej przez zlogarytmowanie. O

Ponizsze nieréwnosci majg podstawowe znaczenia dla badania funkcji logarytmiczne;j.
3.15. Wniosek. Dla kazdego 0 # x > —1

H% <log(l+x) < z.

Dowdéd. Logarytmujac pierwsza z nieréwnosci Wniosku 3.9 dla 0 # x > —1, otrzymujemy
druga z nieréwnoéci dla logarytmu. Druga z nieréwnosci Wniosku 3.9

ex<1—|—i, 0#x<1,
1—2
po podstawieniu y = %= > —1, daje

™ <14y,  y>-l,

a stad przez zlogarytmowanie otrzymujemy pierwsza z naszych nieréwnosci. (I

Dla x = % otrzymujemy

3.16. Wniosek. Dla kazdego n € N
. <log(1+l) < l
n+1 n n
3.17. Wniosek. Dla kazdego 0 < o < 1 ¢ kazdego x > 0

1
log(l+z) < — z.
!



Dowdéd. Mamy

alog(l+z) =log(l+ z)* < log(l + z%) < z¢,
skad po podzieleniu przez a dostajemy zadana nieréwnosé. SkorzystaliSmy tu z nieréw-
nodci (1 +2)* <1+ z®. O

3.18. Lemat. Cigg
1
Yo = T logn
jest zbiezny.
Dowdd. Zwrbéémy najpierw uwage, ze
log(n + 1) —logn =log(1 + 1/n) — 0,

wiec wystarczy rozwazac ciag

n

Cp = I log(n + 1)
k=1
=3 L3 (tolh 1)~ logk) = 3 (£~ log(1 + 1/8)).
k=1 k=1 k=1

Z Wniosku 3.16 wynika, ze ciag {c,} jest rosnacy, a ponadto

(3 --m) < 5 (3~ ) 1 g <

wiec jest réwniez ograniczony. Jest zatem zbiezny, a przeciez o to chodzito. (I

Granice ciagu {7, } bedziemy oznaczaé przez v i nazywaé stalg Fulera. Zatem

] (1 1
(3.19) v= lim ;E—IOgn—7}er;o ;(k—log (1+k)).

Doktadne oszacowanie stalej Eulera jest sprawa bardzo trudna. Wspomnijmy tu jedynie,
ze nie wiadomo nawet, czy jest ona liczba wymierna, czy nie.
A oto interesujace zastosowanie ciggu Eulera.

3.20. Jezeli cigg a, > 0 spelnia warunek

a a
ntl 1 - , ne€ N,
an, n+1

dla pewnego a > 0, to jest malejgcy i dgzy do zera.

Dowdd. Mamy
Gnp Gp—1 az

Ay = .
Gp—1 Gp—2 ai

wiec

- a "1
log a,, < Zlog (1 - E) +loga; < _CLZE +loga; < —alog(n+ 1)+ logay,
k=1 k=1
skad
an <ap(n+1)7%



Przechodzimy teraz do definicji funkcji hiperbolicznych i trygonometrycznych. Funkcje

et 4 e % ) eT _ e
_— sinhy = ———

2 2
nazywamy odpowiednio cosinusem i sinusem hiperbolicznym. Wprost z definicji tatwo
wynikaja nastepujace wlasnosci tych funkcji. Cosinus hiperboliczny jest funkcja parzysta,
a stnus nieparzysta. Ponadto zachodzi wzoér

coshx =

2 )
cosh®z —sinh”z =1,

zwany jedynkq hiperboliczng. Nietrudno tez spostrzec, ze sinh jako suma dwdch funkeji
Scisle rosnacych jest funkcja $cidle rosnaca. Stad i z jedynki hiperbolicznej wnioskujemy, ze
cosh jest funkcja Scisle rosnaca na péiprostej [0, 00). Wreszcie z Twierdzenia 3.7 wynika,
iz

n $2k n $2k+1
hz = li —_— inhz = 1i —_—
coshx ninio’;) P I — ninéo’; 2k +1)!

Whbrew pozorom podanie Scislej analitycznej definicji funkeji trygonometrycznych nie
jest wcale proste. Jednym z mozliwych rozwiazan jest skorzystanie z nastepujacego twier-
dzenia.

3.21. Twierdzenie. Istnieje dokladnie jedna para funkcji
s:R— R, c:R— R
o nastepujgcych wlasnosciach. Dla wszystkich x,y € R
1. s(x)? +c(x)? =1,
2. s(x+y) = s(x)e(y) + s(y)e(x),
3. c(z+y) = c(z)ely) — s(x)s(y),
4. 0<zce(x) <s(r) <z dla0<z<l1.

Sa to oczywiscie niektore z dobrze znanych wlasnosci funkcji trygononometrycznych
cosinusa i sinusa. Nasze twierdzenie méwi, ze wyszczegdlnione wyzej wlasnosci sa aksjo-
matyczne w tym sensie, ze mozna z nich wywies¢ wszystko, co skadinad wiemy o funk-
cjach trygonometrycznych, a takze ze sa one wystarczajace do jednoznacznego okreslenia
tych funkcji. Nawiasem moéwiac, ta druga czesé¢ twierdzenia (jednoznaczno$é) przyspa-
rza wiecej klopotu. Czesé pierwsza jest bardziej elementarna, cho¢ nieco zmudna. W
szczegolnosci dowodzi sie, ze

3.22. Wniosek. Funkcje s i ¢ majg wspolny okres podstawowy T, ktory jest liczbg nie-
wymierng. Tradycyjnie oznaczamy m = T /2. Liczby postaci kw, gdzie k € Z to wszystkie
miejsca zerowe funkcji s.

Tak wiec definicja liczby 7 ukryta jest we wlasnosciach funkcji trygonometrycznych.

Nie bedziemy dowodzi¢ tego twierdzenia, ani nawet systematycznie wyprowadzaé po-
zostalych wlasnosci funkcji trygonometrycznych. Podkredlmy jednak wyraznie, ze np.
cigglosé funkcji trygonometrycznych, jak i okresowo$é wraz z wszystkimi innymi ich ce-
chami sa na mocy Twierdzenia 3.21 konsekwencja wlasnodci (1)—(4).

3.23. Lemat. Cigg b, = sinn nie jest zbiezny do zera.

Dowadd. Pokazemy, ze jest rzecza niemozliwa, aby prawie wszystkie wyrazy naszego ciagu
lezaly w przedziale (—1/2,1/2). Przypus$émy nie wprost, ze

[sinn| < 1/2, n > N.



Wtedy dla takich n

. 3
cos’n=1—sin’n > T

wiec
.9 sin? 2n < 1
sin“n=———< —.
4cos?n  4-3
Powtarzajac to rozumowanie, pokazujemy, ze
sin?n <

4.3p
dla kazdego p € IN, co pociaga sinn = 0 dlan > N. Wtedy jednak N = k7 dla pewnego
k, czyli m = N/k. To juz jest sprzeczno$é, bo przeciez 7 jest liczba niewymierna. O
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23.

Zadania

Udowodnij, ze potega o dodatniej podstawie i wykladniku wymiernym ma wta-
snodci a) — ¢) z wykladu.

Udowodnij, ze funkcja wyktadnicza o podstawie a > 1 jest Scisle rosnaca.

Niech a > 0. Pokaz, ze dla wszystkich =,y € R jest (a®)¥ = a™V.

Wyprowadz wlasnosci 1) — 3) funkcji logarytmicznej podane na wykladzie.
Korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego, pokaz, ze funkcja f(x) = (1 + %)”’ jest
Scisle rosnaca dla x > 1.

Niech 0 < a,, = a>01i R > x, — z. Pokaz, ze al» — a®.

Czy ay — 0, jedli a,, — 07

Wykaz, ze {/e jest liczba niewymierng dla kazdego n € N.

Przeprowadz dyskusje zbieznosci ciagu w,, = (1 + nlfp)”q w zalezno$ci od p,q > 0.
logn =0.

no

Udowodnij, ze dla kazdego o > 0 jest lim,, .

Wyjasnij schemat
1
logn << n¥ << nkf << 2™ << nl << n".

Udowodnij nieréwnosé
Y

ey <1+

) 0<y <2
5Y
Udowodnij nieréwnosé

X
— <log(l + 1), > 1.
T <lsire)

Udowodnij nier6wnosé¢ e” > ex dla z > 0. Pokaz tez, ze réwnos¢ zachodzi jedynie
dla z = 1.
Niech 1 # a > 0. Pokaz, ze a® > a oraz a'/® < e'/¢.
Wyprowadz nieréwnos¢ log(1 + x) > 5 +ﬁ — dla z > 0.
2
Pokaz, ze log(1+y) < Ly*dlay>0i0<a <1,

Pokaz, ze

2n+1 1 2n
log2= lim > p=tm 0D g
k=2n+41 k=1
Pokaz, ze 2/3 < log2 < 2/e. W tym celu skorzystaj m.in. z nieréwnoéci e* > ex.
Pokaz, ze e¢ >> e" oraz loglogn << logn.
ZIJ2k+1

L. . n 2k . . n
Wykaz, ze coshz = limy, o0 Y _ %, sinhz =1lim, > ,_, R

Udowodnij nieréwnosci

1 a
1+ <@+7)<1+9, a<1,04neZ.
n n

n+1

Udowodnij nieréwnosci

1 a
1+3<(Lw0 <1+ psa>1lbn<o.
n n n—a
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Wiedzac, ze a,, — a, oblicz granice

lim (1 + @) .
n—oo n

Udowodnij ze funkcje sinh : R — R i cosh : [0,00) — R sa $cisle rosnace i

wyprowadZ wzory na funkcje odwrotne:
sinh ™!y = log (y + \/yzﬁ) cosh™ 'y = log (y + \/ij)

Udowodnij, ze dla kaZdego n € N stala Eulera ~ spelnia nieréwnosci

n

Z logn+1)<’y<zf—logn

k=1
Niech 0 < b < 1. Pokaz, ze dla kazdego 0 < a < b
1+ 2 < (14 l)b
n n
dla dostatecznie duzych n.
Udowodnij, ze dla kazdego p > 0 ciag
logP n

ap = , neN,
n

jest (poczawszy od pewnego miejsca) Scisle malejacy.
Niech b > a > 0. Uzasadnij nieréwnosci
1 logb—1loga 1 e’ —e® b
Ll < -, <
b b—a a ¢ b—a
korzystajac z nieréwnosci juz znanych.
Pokaz, ze dla kazdego n € N

logn < n(n'/™ —1) < n'/"logn,

a wobec tego
1/n _

lim nn/"—1) _ 1.

n—0o0 logn
Udowodnij, ze

- 1

logd=1+ 1 —_.
ogi=1+ nLIEokZ:l K4k — 1)



