4. Granica i ciggloéé funkcji

W niniejszym rozdziale wprowadzamy pojecie granicy funkcji, definiujemy funkcje
ciagle i omawiamy ich podstawowe wlasnosci.

Niech f bedzie funkcja okreslona na przedziale (a,b) lub na zbiorze (a, )\ {zo}, gdzie
xo € (a,b). Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie zg granice wlasciwg réwna g, jesli dla
kazdego ciagu zg # x, € (a,b) zbieznego do x¢ zachodzi lim, . f(x,) = g. Piszemy
woéwczas

lim f(z) =g.

T—T0

Ta definicja pochodzi od Heinego.

4.1. Przyklad. Tytulem przyktadu, zauwazmy, ze
(4.2) lim sinz = 0,

r—

n—oo

gdyz jedli 0 # x,, = 0, to réwniez |z,| —— 0, a skoro
|sinz,| < |2,
to takze
. n—oo
sinz, —— 0.
Wynika stad natychmiast, ze
lim cosxz = 1.

T—

Rzeczywiscie, jedli 0 # x, — 0, to od pewnego miejsca |z,| < § i wtedy
. 1
cos, = (1 —sin?z,)2 — 1.

4.3. Przyklad. Nastepny przyktad ilustruje sytuacje, gdy punkt xg, w ktérym obliczamy
granice, nie lezy w dziedzinie funkcji. Niech
sinz
@) =" o
Obliczymy granice tej funkcji w punkcie g = 0. W tym celu zauwazmy, ze dla dowolnego
0 # |z| < 1 mamy

sinx
[sinz| < |z] < u,
cos T
a zatem .
sinx
cosTr < ——
< <1
T

Wezmy teraz dowolny ciag 0 # z,, — 0. Poniewaz dla duzych n

sinx
<1

COS Ty <
n
oraz lim,_,gcosx = 1, wiec
sinx

lim

x—0 X

=1

4.4. Przyklad. Rozwazmy jeszcze funkcje
f(z) = zsin(1/x), x € R\ {0}.
Zauwazmy, ze
iig}) flz) = }:ii%xsin(l/x) =0,
gdyz dla dowolnego ciagu 0 # z,, — 0 mamy

|xp sin(1/xy,)| = |zn] - | sin(1l/z,)| < x| — 0.
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4.5. Przyklad. Kolejny przyklad to funkcja f: R — [0,1) zadana wzorem

f(z) = m(z).
Nie ma ona granicy w zadnym punkcie g = ¢ € Z, gdyz na przyklad dla ciagéw
1
mn:c—%ﬁcu yn:C"‘%—’C
otrzymujemy
1 1
W=me— o) =1—o— =1,
f(@n) m<c 2n) om
Flgw) =m(ct 5 ) = 5= =0
n)=mlc+—]=——0.
4 2n 2n

W podobny sposéb pokazemy, ze funkcja
1
f(x):smg, z € R\ {0},
nie ma granicy w punkcie xy = 0. Rozwazmy bowiem ciagi

—1
Ty = (g + 27rn> — 0, Yn = (27n)"1 — 0.

Otrzymujemy
f(zy) =sin (g + 27m> =1,
oraz
f(yn) = sin(2wn) = 0,
a zatem

lim f(z,)=1#0= lim f(ya).

4.6. Przyktad. Sprawdzimy jeszcze, ze dla a > 0

x

lim = loga.
x—0
Mamy bowiem
T _ 1 zloga __ 1 1
a _e :loga+r2(x oga)7
T T T

gdzie dla |z| dostatecznie bliskich zera |ry(zloga)| < z2log”a, co pokazuje, ze drugi
skladnik sumy dazy do zera.

4.7. Przyklad. Niech 0 < a < b. Wtedy dla kazdego x # 0
T z\ 1/
o< <a J2rb > <b,

wiec wyrazenie stojace w $rodku, oznaczmy je przez S;(a,b), mozna uwazaé za rodzaj
$redniej liczb a, b. I rzeczywiscie,

a4+ a+b

-1
S_1(a,b) = <2) , S1(a,b) = 5
sa odpowiednio $rednia harmoniczng i arytmetyczna tych liczb. Pokazemy, ze

lirr%J S, (a,b) = Vab.

W tym celu zauwazmy najpierw, ze

N\ 1/
1 X
te ) =aF(x),

Sm(a,b):a< 5



gdzie ¢ = b/a. Mamy wiec

1 14c*

F = (7 1 ) )

() = exp ( —log —;
gdzie wykladnik spelnia nieréwnosci

-1 1 1+c” c® -1
<

— <
z(c*+1) =z & 2x

log ¢

Na mocy poprzedniego przyktadu obie skrajne funkcje daza do =5

log b
limy Fa) =™ = Ve \f

a stad natychmiast wynika nasza teza.

, wiec

Podamy teraz inng definicje granicy funkcji w punkcie, ktéra, jak pokazemy za chwile,
okaze sie rownowazna. Definicje te sformulowal Cauchy.

Niech zg € (a,b) i f: (a,b) = R lub f: (a,b) \ {x0} — R. Mdéwimy, ze funkcja f ma
w punkcie z¢ granice wlasciwg rowng g, jesli

Ye>0 36>0 Vxe(a,b)(0<|;z:—9:0|<§é\f(x)fg|<6>.

Moéwiac obrazowo, funkcja f ma w punkcie ¢ granice réwna g, jezeli wartosci funkcji sa
dowolnie bliskie liczbie g, pod warunkiem, ze argumenty sa dostatecznie bliskie zg.

4.8. Funkcja f ma w punkcie o granice rowng g € R w sensie Heinego dokladnie wtedy,
gdy ma jg w sensie Cauchy’ego.

Dowdéd. Przypuéémy, ze funkcja f ma granice g w sensie Cauchy’ego réwna g. Wezmy
dowolny ciag z,, # x¢ elementow dziedziny D funkcji f zbiezny do punktu xzy. Chcemy
pokazaé, ze

f(@n) — g.

Ustalmy w tym celu dowolnie liczbe € > 0. Na mocy definicji Cauchy’ego istnieje taka
liczba 6 > 0, ze

[z — ol <0 = |f(z) —g| <k,
natomiast ze zbieznosci ciagu {z,} wynika, ze istnieje taka liczba N € N, ze
|z —x0] <6
dla n > N. Wobec tego dla takich n
|f(zn) —gl <e.
Przypu$émy teraz, ze funkcja nie ma granicy w sensie Cauchy’ego réwnej g. Wtedy
istnieje takie ¢ > 0, ze dla kazdego §,, = % mozemy znalezé xg # x, € D, takie ze

1
|z, — zo| < — oraz |f(zn) —g| >e.

Pierwsza nieréwno$é méwi, ze ciag {x,} jest, zbiezny do zg, a druga, ze ciag wartosci
{f(z,)} nie jest zbiezny do g, co oznacza, ze warunki granicy w sensie Heinego réwnej g
tez nie sg spelnione. O



4.9. Przyklad. Zilustrujemy obie definicje na przykladzie granicy w punkcie g = 0
funkcji

f(z) = sin2?.
WeZmy dowolny ciag liczb niezerowych {x,,} zbiezny do zera. Wtedy réwniez

2

Tn

— 0,

a stad, na mocy réwnosci (4.2),
2

sinz, — 0,
€O 0znacza, ze

lim sin z? = 0
xTr—>
zgodnie z definicja Heinego.
Niech € > 0. Poniewaz dla kazdego x
|sinz?| < |z|?,
wiec jezell |z| < § = /e, to
|sinz?| < |z|* < 6% = ¢,
CO oznacza, ze
lim sin z® = 0
z—0
zgodnie z definicja Cauchy’ego.
4.10 (Arytmetyka granic). Jesli funkcje f i g majg granice w punkcie xq, to takze
funkcje f 4+ g oraz f - g majg w tym punkcie granice i
lim (f 4+ ¢)(z) = lim f(z)+ lim g(x),
T—xQ Tr—x0 Tr—x0
lim (f-g)(x) = lim f(z)- lim g(z).
T—TQ Tr—x0 T—T0

Ponadto, jesli limy_,5, g(x) # 0, to funkcja 1/g jest okreslona w bliskosci punktu xq i

Dowdd tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie, przy ktérym warto pa-
mieta¢ o analogicznej arytmetyce granic ciagdéw. Zauwazmy jeszcze, ze w dowolnym
punkcie granica funkcji stalej okreslonej na calej prostej jest réwna jej wartosci. Stad
natychmiast otrzymujemy nastepujace wnioski.

4.11. Wniosek. Jesli funkcje f i g majg granice w punkcie xg, to
lim a- f(z) =« lim f(z), a€R,
x—x0

T—x0

S iy, ()

e—zo g(w)  limg_q, g(7)

)

o ile limy_,4, g(z) # 0.
4.12. Przyklad. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0

" —1
=n.

im
rx—1 1 — ]_

Wynika to z faktu, ze dla = # 1
" —1

rx—1

=a" 42" P4 a4,

gdzie kazdy ze sktadnikéw po prawej dazy do 1, gdy = — 1.



4.13. Przyktad. Poprzedni przyktad mozna przy pewnym nakladzie pracy uogdlnié.
Niech a, 8 € R iniech 8 # 0. Wtedy

lim Lo
e—1 P — 1 15
Rzeczywiscie, na mocy wilasnosci funkcji wykladniczej
z*—1  e*l°s® —1  alogz + ro(alogz)
P —1 eflogz — 1 Blogx +ry(Blogx)’

gdzie |r2(y)| < »? dla |y| < 1, wiec

ro(alog )
¥ —1 a+ log x

8 —1 B ﬁ‘f’ ra(Blogz)’

log x

gdzie

ro(vlog x)
log

dazy do zera, gdy = dazy do 1, dla v = a i 7 = 3, co dowodzi naszej tezy.

< Iyl[log |

4.14. Przykltad. Granica w punkcie o = 0 funkcji
cosx — 1

f:R\{O}BxHTER
istnieje i wynosi zero. Mamy bowiem
cosz—1  —2sin’(x/2) sin(x/2) |
= = = — - S 2
fla) = =2 ; L sin(e/2)

i poniewaz pierwszy czynnik dazy do 1, a drugi do 0, to wobec (4.10) otrzymujemy
cosx — 1
li = lim —— =0.
L L
Zdefiniujmy teraz granice jednostronne funkcji. Niech f : (a,b) — R iniech z¢ € (a,b)].
Méwimy, ze f ma granice wiasciwg lewostronng w punkcie xg rowna «, jesli dla kazdego
clagu z,, € (a,x0)

f(xn) —

(wersja Heinego) lub réwnowaznie
Ve>0 30>0 Vaoe (a,xo)<|m—x0| < 6= |f(z) g <5).
Piszemy wtedy
lim f(z) =a.

T—xTo—
Zauwazmy, ze to, czy funkcja jest okreslona w [zg,)), nie ma zadnego znaczenia. Tak
wiec granica lewostronna jest dobrze zdefiniowana dla xg € (a, b].

W analogiczny sposéb definiujemy granice prawostronng funkcji w punkcie xg € [a, b),
ktéra oznaczamy przez lim, .+ f(z).

4.15. Przykltad. Obliczmy obie granice jednostronne czegsci ulamkowej w punkcie z¢ =
0. Poniewaz dla dowolnego ciggu liczb ujemnych {z,} zbieznego do zera

T, > —1,
dla n wiekszych od pewnego N, wiec dla takich n

m(z,) =z, — [t,]) = 2z, + 1,



skad
m(z,) — 1,
czyli
lim m(z) = 1.
r—0—
Podobnie, w dowolnym ciagu liczb dodatnich {z,} zbieznym do zera, od pewnego miej-
sca wyrazy sa mniejsze od 1, wiec ich czesé catkowita wynosi 0. Oznacza to, ze dla
dostatecznie duzych n
m(z,) = o,
czyli
lim m(z) =0.
x—0+
4.16. Jesli funkcja f ma w pewnym punkcie xog obie granice jednostronne oraz
lim f(z)= lim f(z)=aq,
r—xo— r—xo+
to funkcja f ma w punkcie xo granice rowng «.

Dowdd. Postuzymy sie definicja Cauchy’ego. Niech bedzie dany ¢ > 0. Z zalozenia wy-
nika, ze istnieja d; > 01 do >, takie ze

lf(z) —al<e,  [fy) —af <e,
oile xg — 01 <z <y i1x0 <Yy < g+ d2. Niech § = min{dy,d2}. Z powyzszego widaé
natychmiast, ze jesli 0 < |z — zg| < J, to |f(2) —a| < e. O

4.17. Przyklad. Pokazemy, ze funkcja

sin x dla x <0,
fl@)=19_.
sinhz dlax >0,

ma granice w zerze. Istotnie, skoro dla dowolnego ciagu {z,, } zbieznego do zera lim,, o, €*" =
O .
e’ =1, wiec

lim e* =1,
z—0
a stad
et —e "
li =l inhz = i
Ay ) = g sihr= g, 5
et _ %
=lim —— =0.
200 2 0
Ponadto
lim f(z)= lim sinz = lim sinxz = 0,
z—0— z—0— z—0
a zatem
lim f(z) = 0.
x—0

4.18. Przyktad. Sprawdzimy, ze

lim zlogz = 0.

z—0

Rzeczywiscie, niech (0,1) 3 =, — 0. Korzystajac z nieréwnosci

1
log(1+2) < — 2%, z>0, 0<a<l,
a



dla o = 1/2, widzimy, ze

|z, log x| = ‘xn log(l/xn)| < 2xp/1/x, <2 =27,

skad natychmiast wynika nasza teza.

Moéwimy, ze funkcja f okreslona na przedziale [a,b] jest ciggla w punkcie xg € [a,b],
jezeli dla kazdego ciagu {z,} C [a, D]

r, — xo implikuje f(zn) — f(zo).

Moéwimy, ze funkcja f okre$lona na zbiorze D jest ciggla w przedziale I C D, jezeli jest
ciagla w kazdym punkcie tego przedziatu.

4.19. Przyklad. W rozdziale 3 pokazalidmy, ze
xn, — x implikuje exp(z,) — exp(z).
Oznacza to, ze funkcja wykladnicza
R >z — exp(x)
jest ciggla w kazdym punkcie z € R.

Z (4.10) wynika natychmiast

4.20. Jezeli funkcje f, g sq ciggle w pewnym punkcie xog nalezgcym do dziedzin obu
funkcji, to funkcje f 4+ g oraz f - g takie sq ciggle w tym punkcie.

4.21. Przyklad. Wielomian jest funkcja ciaglta na R. Istotnie, kazdy wielomian jest
funkcja postaci

n
fz) = Z apzh,
k=0
wystarczy zatem sprawdzié, ze dla dowolnych liczb a € R oraz n € N funkcja

R>z+— az"

jest ciagla. Jeszcze raz korzystajac z powyzszego faktu, widzimy, ze cala rzecz sprowadza
si¢ wiec do ciagtosci funkcji statej i tozsamosciowej x — z, a to jest oczywiste.

4.22. Przyklad. Jak wiemy, funkcja logarytmiczna log : (0,00) — R jest funkcja od-
wrotna do wykladniczej, ktora jest ciagla. To pozwala wnioskowaé o ciagloéci funkcji
log. Rzeczywiscie, niech x,, — x wraz z n — oo, gdzie =, x, > 0. Ciag y, = logz,
jest ograniczony. Wystarczy zatem, ze pokazemy, iz dla kazdego zbieznego do y podciagu

{yni tren jest y =logz.
Istotnie, na mocy naszych zalozen

Tp, = €Y7k,
gdzie ciag po lewej jest zbiezny do x, a ten po prawej do e¥. Zatem x = €Y, czyli y = log x.

W dowodzie Twierdzenia 4.39 ponizej jeszcze raz skorzystamy z tego rozumowania,
aby uogdlni¢ powyzszy fakt. Tam tez Czytelnik znajdzie wigcej szczegdtow.

4.23. Lemat. Niech bedg dane ciggle funkcje f,g : [a,b] — R. Jesli f(w) = g(w) dla
wymiernych w € [a,b], to f =g.
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Dowdd. Niech z € [a,b]. Niech w,, € [a,b] bedzie ciagiem liczb wymiernych zbieznym do
x. Wtedy
f(z) = lim f(w,) = lim g(w,) = g(z),

n—oo n—oo

wiec f =g. O

4.24. ZloZenie funkcji cigglych jest funkcjq ciggla, tzn. jesli f: I — J, g: J — K oraz f
jest ciggla w punkcie x € I a g w punkcie y = f(x), to funkcja go f: I — K jest ciggla
w .

Dowdd. Dla dowolnego ciagu {x, } C I zbieznego do x, z ciaglodci funkcji f w punkcie x
wynika, ze
f(an) = f@) =y,

a stad wobec ciaglosci funkcji g w punkcie y
9(f(xn)) = g(y) = 9(f ().
Pokazalismy wiec, ze dla kazdego ciagu {z,} C I
x, — x implikuje go f(z,) — go f(x),

co zgodnie definicjag Heinego oznacza ciagloéé¢ funkcji g o f w punkcie x. O
4.25. Przykltad. Na mocy powyzszego faktu, funkcja

f:(0,00) 3 2 — ¥ = exp(zlogz)
jest ciaggla jako zlozenie ciaglej funkcji wykladniczej z funkcja

r+— xlogx,

ktoéra jest iloczynem dwu funkcji ciagtych; jest wiec takze ciggla. Ponadto, mozemy po-
lozyé w zerze taka wartosé, aby przedtuzenie f; funkcji f bylo nadal funkcja ciagla.
Mianowicie, z ciaglosci funkcji wykladniczej wynika, ze

lim 2% = lim e*°8® =1,
r—0-+ r—0-+
a stad
z®, x>0,
xTr) =
fi(z) {17 c=0,

jest ciagla na [0, c0).
4.26. Przyktlad. Funkcje trygonometryczne sg ciagle na swoich dziedzinach. Oczywiscie
wystarczy sprawdzi¢ ciaglosé¢ funkcji sinus i cosinus. Ustalmy zatem dowolnie punkt
zo € R i weZmy dowolny ciag {z,} zbiezny do niego. Wtedy
hn =2, —x0 — 0,
skad (na mocy (4.10))
sin x,, = sin(h,, + xo)
= sin h,, - cos xg + cos h,, - sin xg — sin xg
i analogicznie
cos &, = cos(h, + o)
= cos h,, - cos xy — sin h,, - sin xg — cos xg.

4.27. Przyklad. Ciekawym przykladem funkcji, ktéra ma wiele punktéw ciaglosci, jak
i nieciggtosci, jest funkcja Riemanna.



4.28. Przyklad. Niech f bedzie funkcja okreslong na calej prostej wzorem

) = {0 gdy z ¢ Q,

; edyz =21, gdze (p,q) =1

Pokazemy, ze f jest ciagla dokladnie w punktach niewymiernych. Istotnie, jesli x,, — = ¢
Q, to wartosci f(z,) sa réwne 0, gdy x,, sa niewymierne, i réwne mianownikom x,,, gdy
z, sa wymierne. Poniewaz warto$¢ graniczna x jest niewymierna, mianowniki te daza do
nieskonczonosci, co pokazuje, ze

lim f(r,) = 0= f().

Jedli natomiast » € @, to f(x) # 0, i istnieje ciag liczb niewymiernych, np. z, = x+ £
zbiezny do x. Mamy wiec

lim f(‘rn) =0# f(x)

n—oo

Pamietamy, ze kresy gérny i dolny zostaly zdefiniowane dla podzbiorow E C R ogra-
niczonych odpowiednio z géry i z dotu. Wygodnie bedzie rozszerzy¢ zwiazana z tym
notacje, tak aby objaé nia takze zbiory nieograniczone. W zwiazku z tym przyjmiemy
nastepujaca definicje:

Jesli R O E # () jest nieograniczony z géry, to bedziemy méwié, ze E ma kres gérny
niewtasciwy 1 pisaé¢ sup E = oco. Analogicznie, jesli R O F # () jest nieograniczony z dotu,
to bedziemy méwié, ze E ma kres dolny niewlasciwy i pisaé inf E = —oo. Definicja ta
pozwoli nam na przyklad na pisanie sup F < oo, co jest oczywiscie réwnowazne powie-
dzeniu, ze zbiér E jest ograniczony od géry. Podobnie fakt, ze zbiér E jest ograniczony
od dotu mozemy wyrazi¢ krétko, piszac inf £ > —oo.

Méwimy, ze funkcja f: 0 # D — R jest ograniczona z géry (z dotu), jesli jej zbidr
wartosci jest ograniczony z gory (z dotu), tzn.

sup f(D) = sup f(z) < o0 (inf f(D) = inf f(z) > —oc0).
xeD xz€D
4.29. Twierdzenie. Funkcja ciggla na odcinku domknietym jest ograniczona i osigga
swoje kresy.

Dowdd. Przypusémy, ze

fila, 0] — R
jest ciagla i nieograniczona. Wtedy istnieje ciag {z,} C [a,b] taki, ze
(4.30) |f(@n)] — o

Poniewaz {x,, } ograniczony, wiec na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa istnieje pod-
ciag {zn, }ren zbiezny do pewnego xg. Skoro

a < T, <D, neN,
to réwniez a < xg < b, tzn. g nalezy do dziedziny f, i wobec ciaglosci f

f(xnk) - f(xO);

co przeczy (4.30).
Pozostaje dowiesé, ze f przyjmuje warto$é najwieksza i najmniejsza. Niech

— inf .
el xéﬁ,b]f(z)
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Z definicji kresu wynika, ze istnieje ciag {z,} C [a, 1], taki ze

f(an) = a.

Podobnie jak poprzednio wybieramy podciag {z,,} zbiezny do pewnego zy € |a,b].
Wtedy

f(x’l’bk> - Oé,
a z ciaglosci funkcji f w punkcie zg
f(@n,) — f(20),
skad a = f(xp).

Analogicznie pokazujemy, ze istnieje z1 € [a, b] takie, ze

f(z1) = sup f(x),

z€Ja,b]

co konczy dowdd. [l

4.31. Twierdzenie (Darboux). Jesli f: [a,b] — R jest ciggla oraz
fla) <y < f(b),
to istnieje ¢ € (a,b), takie ze f(c) =y.
Dowdd. Niech
E={x¢€ab]: f(xr) <y}
Skoroa € Eib¢ E, wiec ) # E C [a,b). Jesli przyjmiemy, ze

c=supk,

to a < ¢ < b i istnieje ciag x,, € F, taki ze

Ty — C.
7Z ciaglosci funkcji f
f(@n) = f(o),
a poniewaz
flzn) <, n € N,
wiec
(4.32) fle) <y, c<b.

Wybierzmy z odcinka [a, b] ciag zbiezny do ¢ od géry, np.
zn =c+ (b—c)/n, ne€ N.
Wtedy
f(zn) = f(c) oraz  f(zn) >y, ne€N,
wiec wobec (4.32)
fle) >y,

co dowodzi tezy. O
4.33. Remark. Oczywiscie twierdzenie Darboux pozostaje prawdziwe, gdy f(b) < y <
f(a). Niech bowiem g = —f i z = —y. Wtedy g(a) < z < g(b) i istnieje a < ¢ < b, takie
ze g(c) = z, czyli f(c) = y.
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4.34. Wniosek. Obrazem odcinka domkniectego przez funkcje cigglq jest odcinek do-
mkniety. Doktadniej, jesli
fila, 0] — R
jest ciggla, to
f(la,b]) =] min f(z), max f(z)].

z€la,b] z€la,b]

Dowdd. Na mocy Twierdzenia 4.29 funkcja f jest ograniczona i osigga swoje kresy, czyli

inf | fz) = zren[jlflb] f(x) = fla1)

z€la,b
oraz

sup f(x) = max f(x) = f(22)
z€[a,b z€la,b]

dla pewnych 1, x2 € [a,b]. Oczywiscie

(4.35) f([a,b]) C [f(z1), f(z2)].

Na mocy twierdzenia Darboux dla kazdego

ye (flar), fr2))
istnieje ¢ € (x1, z2), takie ze f(c) =y, wiec
[ f(z1), flz2)] C f(la,b]),
co wobec (4.35) daje teze. O
4.36. Wniosek. Jesli
f: (a,b) — R

jest ciggla i roznowartosciowa, to jest scisle monotoniczna.
Dowdd. Zaldézmy nie wprost, ze f nie jest monotoniczna, tzn. istnieja
(4.37) a<x <xo <3 <D,
takie ze

f(z1) < f(x2) i f(x2) > f(zs),
albo

f(@1) > f(a2) i f(w2) < f(as).
Bez zmniejszania ogdlnosci zalézmy, ze zachodzi pierwsza z koniunkcji. Wtedy istnieje

y € (f(z1), fz2)) N (f(@3), f(z2)),

skad na mocy twierdzenia Darboux istnieja ¢; € (z1, 22), c2 € (3, 24), takie ze

fler) =y = flea),

co wobec (4.37) oznacza, ze ¢ # ¢o 1 tym samym jest sprzeczne z zalozeniem réznowar-
tosciowosci funkeji f. O

I jeszcze jeden wniosek z twierdzenia Darboux.

4.38. Wniosek (o punkcie stalym). Niech f : [a,b] — [a,b] bedzie ciggla. Istnieje
¢ € la,b], takie ze f(c) = c.
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Dowdd. Rozwazmy funkcje g : [a,b] — R zadana wzorem g(z) = = — f(z). Chcemy
pokazaé, ze g ma miejsce zerowe. Oczywiscie, g(a) < 0 < g(b), wiec albo ktérys z punktdéw
a, b jest miejscem zerowym, albo

g(a) <0 <g(b)
i wtedy na mocy wlasnoséci Darboux istnieje ¢ € (a,b), takie ze g(c) = 0, bo przeciez g

jest funkcja ciagla. Ale skoro tak, to f(c) = ¢, a o to nam przeciez chodzilo. O

4.39. Twierdzenie. Jesli
i [a,b] — [e,d]
jest cigglq bijekcjq, to
7t e, d) — [a,b]
jest rowniez ciggla.

Dowdd. Wezmy dowolny ciag {y,} C [c,d] zbiezny do pewnego y € [c, d]. Skoro
{f " wa)} € [a,0],

to na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa mozemy wybraé podciag zbiezny

F ) — =
7Z ciaglosci funkeji f
FOF  yne) ) = fl2),
a poniewaz
f(fil(ynk)) =Ynp — Y,

wiee y = f(x), czyli @ = f~1(y).
Skoro, jak pokazaliémy, dowolny podciag zbiezny ciagu ograniczonego {f~*(y,)} jest
zbiezny do tej samej liczby f~1(y), to

F ) = ),

co oznacza, ze funkcja f~! jest ciagla. O

Podalismy juz w obu wersjach, Heinego i Cauchy’ego, precyzyjne definicje granicy
liczbowej w punkcie oraz granic jednostronnych liczbowych w punkcie. W podobny sposéb
formutuje sie definicje granicy liczbowej w 400 i w —o0. I tak, dla funkcji f o dziedzinie
D D (—0,a), gdzie a € R, mamy

lim f(z) =«
— V{z,}CD (2,— —0c0= f(z,) —a)
<— Ve>0 IJK<a Ve<K|f(z)—a|l<e.

Obok granic liczbowych (czyli wlasciwych) mamy jeszcze odpowiadajace im granice nie-
wlasciwe. I tak, méwimy, ze funkcja f : (a,b) — R ma granice niewlasciwg w punkcie x
réwna too, jesli dla kazdego ciagu g #€ (a, b)

Tn — xo implikuje  f(z,) — *oo.

Sa jeszcze granice wlasciwe i niewlasciwe w nieskonczonosci, gdzie zbieznosé¢ x — x¢
zastepuje sie zbieznoscia * — +o0o. Ponadto trzeba jeszcze wspomnieé granice jedno-
stronne wlasciwe i niewlasciwe w nieskonczonosci. Czytelnik zechce sam sformulowaé
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odpowiednie definicje w wersji Heinego i Cauchy’ego. Dla przykladu

lim f(z) = —o0
r—xo

Aad V/{aﬁl} (itn — Xo = f(aﬂl) - __OO)
— VK<0 306>0 (|lz—w|<d= f(z)<K)

oraz

lim f(z) = —o0

=  V{z,} (mn—>oo:>f(xn)—>—oo)
— VK<0 IM>0Ve>M f(z)<K.



Zadania

sinaz sin(z sin 2z)

Oblicz granice lim,_.q

:1:2
Oblicz granice th_,O(I + a:) hml_,a 1;’ @ azfza .
Oblicz granice limgjﬂl a’— hmxﬂl 7, limg % o gdzie n,m € N.

Oblicz granice lim, .1 75— i dla o, 5 € R, ﬂ #0.
[=]

z "

Oblicz granice lim, g x [I} limg o4

e I A o

Oblicz granice lim,_q € \1\ lim,_.g w, lim, _o(log ¢ Lyloga
Oblicz granice lim, .o (sm x)bm I limmﬂo (sin x)los(1+=),
Oblicz granice: lim,_,o £ 2 3, limg 1 %5, limg g % ,limg, (w_l)m Jimg o %,
lim, 1 /2 %,limxﬁo ‘/771 hmw_,l (ﬁ—%) lim,,_, ‘/7 L lim, w
9. Oblicz granice lim, ., \/; (‘1/27, gdzie a > b, hmxﬁo @HW
10. Oblicz granice hmgcﬂoJr ,limg 0 log |z|, lim, 1 £ m2 1,hmgﬁéw/g tgx, limg o0 @ 1=z Jimg, .o e @’
11. Oblicz lim,_,_ log(e+1/z), limy ,oo(14+1/2)%. limg o (1+1/2)%, limz oo (14

z)/®,

12. Znajdz granice jednostronne funkcji f(x) = w punkcie z = 0.

T
13. Pokaz, ze dla kazdego niestalego wielomianu f jest lim,_, o |f(z)| = oo
14. Udowodnij, ze kazdy wielomian ¢ stopnia 3 przyjmuje wartosci réznych znakdw.
Korzystajac z wlasnosci Darboux, wywnioskuj, ze ¢ ma pierwiastek.
15. Podaj przyklad wielomianu stopnia 4, ktéry nie ma pierwiastka. A co powiesz o
wielomianach stopnia 57
16. Niech
% dla z < 0;
flx)=1<b dla z = 0;
T+c dla z > 0.

Dla jakich a, b, ¢ funkcja ta jest ciagta w 07
17. Pokaz, ze log2 < /3 — 1 oraz log3 < /5 — 1.

18. Znajdz granice
«

. | . r* —1 . x® — P . e! —1—=x . % —1—alogx
zl—>rnl{[5/2—]_ Jcl—>Inl $5—17 :cl—>rnl :C’Y—l ’ :I:l—>rnO :E2 ’ tl—>rnl (CC—I)Q ’

@

gdzie o, 8,7 > 0. Pamietaj, ze €* = 1+ z+ 22 /2 + r3(z), gdzie |r3(z)| < 1|2|* dla
|z| < 1.
19. Oblicz

n —n

o(z) = lim %, x>0,
n—oo I 4

i rozstrzygnij, czy ¢ jest funkcja ciagla. Narysuj jej wykres.
20. Pokaz, ze funkcje f(z) = sin (m(m)ﬂ') i g(z) = [z]sinmz sa ciagle.

21. Pokaz, ze funkcje F(z) = max{f(z),g(x)} i G(z) = min{f(z),g(z)} sa ciagle w
kazdym punkcie, w ktérym zaréwno f, jak i g jest ciagla.
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27.

28.
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31.

32.
33.

34.
35.

36.
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Pokaz, ze réwnanie 2z = sinz + 1 ma w przedziale 0 < x < 1 przynajmniej jedno
rozwigzanie.

Dana jest funkcja ciagla f : R — R, taka ze f(z) = 0 dla z € Q. Znajdz jej
wartosci dla argumentéw niewymiernych.

Korzystajac z twierdzenia Darboux pokaz, ze rownanie 2% = 1 ma przynajmniej
jedno rozwiazanie w przedziale (0, 1).

Dane jest réwnanie kwadratowe ax? + bz +c = 0, w ktérym b > 0 i ¢ sa ustalone.
Pokaz, ze dla dostatecznie matych |a| > 0 réwnanie to ma dwa pierwiastki 21 (a) <
x2(a). Znajdz lim,—o z1(a) i lim, g z2(a).

Udowodnij, ze funkcja x — g jest $cisle rosngca na (0,1). W tym celu zauwaz,
ze x =14 (x — 1) i zastosuj nieréwnosé¢ Bernoulliego.

Pokaz, ze funkcja x — 2 przyjmuje na odcinku (0, 1] warto$¢ minimalna dla
z = 1/e. W tym celu zauwaz, ze funkcja (1/x)*/* na [1,00) ma ten sam zbi6r
wartodci i skorzystaj z nieréwnodci z'/% < el/e.

Znajdz wszystkie x,y € R spelniajace réwnanie lim, . /|z|* + |y|* = 1.
Znajdz wszystkie punkty nieciagloéci funkcji x — m((—l)mx) i naszkicuj jej
wykres.

Udowodnij, ze jedyna funkcja ciagla f : R — (0, 00) spelniajaca warunki

Oa
flx+y) = f(@)f(y), f(1

x

jest funkcja f(z) = e®.

Niech beda dane liczby dodatnie a i b. Niech f(0) = v/ab oraz
a® +b*\ /=

flx) = ( 5 ) . x #0,

Pokaz, ze f jest funkcja ciagla. Zinterpretuj wartosci f(—1), f(0), f(1).

Pokaz, ze lim,_,q % =adlaae R.

e

Pokaz, ze lim,_.q 1’;% = %
Udowodnij, ze funkcja F(z) = m(z)™®) jest ciagla.
Znajdz granice
log (1 + sin x)
lim —————.

=0 gin (log(l + x))
Wykaz, ze a) réwnanie

e’ =3z
ma rozwigzanie 0 < z7 < 1 i rozwiazanie 1 < 25 < 2, b) réwnanie

e’ =2z

nie ma rozwiazan na R.



