5. Szeregi liczbowe

Niech bedzie dany nieskoniczony ciag liczbowy {ax}72,. Ciag
An = Z Qg
k=1

nazywamy ciagiem sum czesciowych ciagu {ax}. Jezeli ciag {A,} jest zbiezny, méwimy,
ze ciag {ax} jest sumowalny, a granice

A= lim A,

n—oo

nazywamy jego sumg i oznaczamy przez A = 2211 ay. Tak wiec z definicji

o0 n
> o= lim >,
k=1 k=1

o ile ciag {a} jest sumowalny.

5.1. Uwaga. Tradycyjna terminologia jest troche inna. Za pomoca symbolu

o0

Zak:a1+a2+a3+...

k=1
oznacza sie nie tylko sume ciagu {ax}, gdy jest on sumowalny. Uzywa sie go takze w
przypadku ciagéw niesumowalnych dla zaznaczenia samej intencji badania sumowalno-
Sci ciagu. I tak zamiast cigg {ar} jest sumowalny badZ niesumowalny moéwi sie szereg
> orey ay jest zbiezny badz rozbiezny, a zamiast suma nieskoriczonego ciggu {ax} méwi
sie suma szerequ Y -, aj. Podobnie sformulowanie dany jest szereg > p-, ar wyraza
to samo, co dany jest cigg {ar}7>,, a my bedziemy starali sie rozstrzygnagé, czy jest on
sumowalny i ewentualnie obliczyé jego sume.

Terminologia ta moze wydawaé sie nieprecyzyjna, ale jest tak wygodna i tak po-
wszechnie stosowana, ze warto przy niej pozosta¢. W chwilach pomieszania, ktore czesto
zdarzaja sie adeptom analizy, mozna zawsze siegna¢ do $cistych definicji podanych wyzej.

Badanie zbieznoéci szeregéw jest w istocie badaniem zbieznosci ciagéw specjalnego ty-
pu. Czytelnik przypomina sobie, ze tego typu ciagi wystepowaly juz wczesniej w naszych
rozwazaniach. Oto przyklady szeregdéw zbieznych:

LY o d =limy o d " = 1%(17 oile |g| <1,

2. 2w = iMoo Yo mrn = oo (1= 537) = 1,
3. s =limy e Y iy =¢* dlaz € R,

4. 2;0:1 (_1]);“ = limy, oo ZZ:1 % = log2,

5. Yoy —log(L+ 7) = limy oo 355y ¢ —log(1+ 1) =7.

Wiemy réwniez, ze nastepujace szeregi sa rozbiezne:

o0 1 _ 1 n 1
1. Zk:l K hmn—>oo Ek:l % — 00,



2. le.;o qk = hmn%oo ZZ:O qk dla |q| > ]_7
8- LiZo(=1)" = limpoo S50 o(—1)",

Ten ostatni szereg jest rozbiezny, bo jego sumy cze$ciowe A, = w nie maja granicy.

Wiemy, ze ciag zbiezny jest ograniczony. Dla szeregu oznacza to:
5.2. (Cligg sum czeSciowych szerequ zbieinego jest ograniczony.

Zwr6oémy uwage, ze szereg (3) z wyzej wymienionych szeregéw rozbieznych ma ograni-
czone sumy czesciowe.

5.3. Szereg > po, ai o wyrazach nieujemnych jest zbiezny, wtedy i tylko wtedy gdy cigg
{A,} jego sum czesciowych jest ograniczony.

Dowdéd. Rzeczywiscie ap, > 0 pociaga A,11 > A,. Skoro cigg sum czesciowych jest
rosnacy, jego zbieznosé jest réwnowazna ograniczonosci. (I

Jezeli szereg Y ;- | ar ma wyrazy nieujemne, to w mysl powyzszego faktu ciag jego
sum czesciowych jest zbiezny do wartosci liczbowej lub rozbiezny do nieskonczonosci.
Dlatego bedziemy pisaé

o0
Z ap < 00,
k=1

aby krétko wyrazié¢ zbieznosé takiego szeregu, lub

[e.¢]
E ap = OQ,
k=1

aby zaznaczy¢ jego rozbieznos$é. Notacji tej nie wolno stosowaé do szeregéw o wyrazach
niekoniecznie nieujemnych!

5.4. Jesli szereg 21;“;1 ay, jest zbiezny, to limg_ o ax = 0.

Dowdéd. Mamy
an:An_Anfla n2z2,

gdzie A,, oznacza n-tg sume czesciows, skad natychmiast wynika teza. O

Nie nalezy jednak sadzi¢, ze warunek ay — 0 jest wystarczajacy dla zbieznosci szeregu.
Swiadczy o tym choéby szereg (1) z umieszczonej wyzej listy szeregéw rozbieznych.
Ostatni dowdd nasuwa pewne wazne spostrzezenie. PowiedzieliSmy wczesniej, ze szere-
gi to ciagi specjalnego typu. Nie jest to catkiem Sciste, bo sugeruje jakoby szeregi stanowi-
ly pewna wlasciwa podklase klasy wszystkich ciagéw. Tymczasem nietrudno zauwazy¢,
ze kazdy ciag mozna przedstawi¢ w postaci szeregu, kladac
n

n
_ _ /
Ap+1 = Z(ak+1 - ak) = Za’f’
k=0

k=0

gdzie a), = ap41 — ai 1 ap = 0. Krétko méwiac, kazdy ciag {axt+1} jest ciagiem sum
czedciowych ciagu ,,pochodnych” {a)}. Lepiej wiec powiedzie¢, ze badanie szeregéw to
badanie ciagéw jako ciagdédw sum czedciowych. Roéznica polega na tym, ze tu zalozenia
formutuje sie w terminach ciggu {a} }, a nie samego ciagu {ax}.



5.5. Przyktad. Szereg
Z sinn
n=1

jest rozbiezny, bo ciag {sinn} nie dazy do zera.

5.6. Jezeli szereg A = 7~ ai jest zbiezny, to zbieiny jest tez kazdy z szeregéw
o0
R, = Z ak, neN,
k=n

a ponadto
lim R, =0.

n—oo

n
An: § Qag,
k=1

to sumy czesciowe szeregu R, sg réwne

Dowdd. Rzeczywiscie, jesli

Rn(m) = Zak =Ay, — A1,
k=n

wiec R,(m) — A — A,_1, gdy m — oo. Zatem
lim R, = lim A—A,_1 =0,

n—oo n—00

co byto do okazania. O

5.7. Szereq Y oo, ai jest zbiezny, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € > 0 istnieje
N € N, takie ze

n

Z ak‘ <e€
k=m+1
dlan>m> N.

Dowdd. Jako ze .
Z ap = An - Ama

k=m+1
gdzie A, jest n-ta suma czedciowa szeregu, rozpoznajemy warunek Cauchy’ego, ktéry
jest réwnowazny zbieznosci ciagu {4, }, a wiec zbieznosci szeregu. O

5.8. Wniosek. Jesli szereg Y oo | |ay| jest zbieiny, to takze szereq > po, ai jest zbiezny,

a ponadto
o0
> ar
k=1

oo

k=1

Dowdd. Zbieznos¢ szeregu »_p- ; aj wynika z nieréwnosci tréjkatas

n

D,

k=m+1

n

< Dl

k=m+1

oraz (5.7). Jesli w ostatniej nier6wnosci przyjmiemy m = 0, otrzymamy nieréwnosé
n
A <3 Jal,
k=1
a po przejsciu z n do nieskonczonoéci druga czesé tezy. O



Moéwimy, ze szereg Y oo, aj jest bezwzglednie (albo absolutnie) zbiezny, jesli zbiezny
jest szereg > p- | |ax|. Wyzej pokazaliSmy wiec, ze szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiez-
ny. Zwrdéémy uwage, ze szereg (4) z wyzej umieszczonej listy szeregéw zbieznych nie jest
bezwzglednie zbiezny. Taki szereg nazywamy warunkowo zbieznym.

5.9. Przyklad. Rozpatrzmy nastepujacy przykiad. Niech bedzie dany szereg o wyrazie
ogllnym
3+ (-1
ap = 7;6 ) .
Jak widaé A
ag < 27]{77
wiec szereg jest zbiezny.

Wiemy, ze zmiana skonczonej iloSci wyrazow w ciagu nie ma wplywu ani na jego
zbieznos¢, ani na warto$¢ granicy, o ile ta istnieje. Troche inaczej wyglada sprawa z
szeregami. Zmiana skonczonej iloéci wyrazow w szeregu oznacza dodanie pewnej stalej do
wszystkich wyrazéw ciagu sum czesciowych poczawszy od pewnego miejsca. Nie wplywa
zatem na zbieznos¢ szeregu, ale moze wplynaé na wartosé jego sumy, gdy jest on zbiezny.
W szczegdlnosci zbieznosé szeregu

o0
> @
k=N

dla jakiegokolwiek N € IN pociaga zbiezno$¢ calego szeregu Y oo | a.

Zajmijmy sie teraz szeregami o wyrazach nieujemnych. Oto tak zwane kryterium po-
rownawcze zbieznosci szeregéow.

5.10. Niech bedq dane dwa szeregi > poq Qg @ Y gy b 0 wyrazach nieujemnych, takich

ze ay, < by, dla dostatecznie duzych k. Wtedy zbieznosé szeregu > po_, by, pocigga zbieznosé
o0 .. s s (oo} - .. e oo

szeregu Y -, Gk, a rozbieinos¢ szerequ y | aj pocigga rozbieinos¢ szeregu Y -, by.

Dowdd. Rzeczywiscie, istnieje wtedy N € NN, takie ze dla n > N mamy
n n
Z ap < Z by,
k=N k=N

wiec ograniczonosé szeregu o wyrazach by pociaga ograniczonosé¢ szeregu o wyrazach ay, i
odwrotnie — nieograniczono$¢ szeregu po lewej pociaga nieograniczonos¢ tego po prawej.
To na mocy (5.3) dowodzi naszej tezy. O

5.11. Przyktad. Zauwazmy, ze nieréwnosé
1 1

e~ k>l
2 S kE—1) > 5

wraz ze zbieznoscia szeregu >, ﬁ dowodzi na mocy kryterium poréwnawczego,

1
2 gz <o

k=1

=1
nlif&z_:*z:

ze

Ponadto



5.12. Przyktad. Mozna jednak pokazaé¢ wiecej. Mianowicie
S
2T
= k n

a doktadniej
1
nh_)rrgon Z 2= 1.
k=n

W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdego k > 2
1 1 1

WhtD) SR S oDk

Sumujac wzgledem 2 < n < k < m, dostajemy

1 1 1 1 1

TRETES D Iy SR
skad po przejsciu granicznym wzgledem m

1 n
1< nkX:;L 72 < R

a stad juz nasza teza na mocy twierdzenia o trzech ciggach.

Poréwnujac wyrazy danego szeregou z wyrazami szeregu geometrycznego, otrzymuje-
my kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego.

5.13. Twierdzenie. Niech bedzie dany szereg > p-, ax o wyrazach dodatnich. Jezeli

. Ap+41
lim —*

<1,
n—oo Oy
to szereg jest zbieiny. Jezeli natomiast
a
lim —* > 1,

n—oo Ay
to szereg jest rozbieiny.
Dowdd. Niech bedzie spelniony pierwszy warunek. Niech 0 < ¢ < 1 — ¢q. Wtedy dla

dostatecznie duzych n > N
An, ) Ap—1 aN+1

G, = cay < Clg+¢e)™,

an-1 Qn—2  an
gdzie C = ﬁ i g+e < 1. Zatem na mocy kryterium poréwnawczego szereg » ,o | a
jest zbiezny.

Niech teraz bedzie spelniony drugi warunek. Wtedy ciag {a, } jest od pewnego miejsca
rosnacy, wiec nie moze by¢ zbiezny do zera. Zatem szereg jest rozbiezny. (I

Niestety kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga nic w sytuacji, gdy

. k41
lim —*
k—oo ag

=1

Tak si¢ dzieje w przypadku szeregow

(5.14) > % > %
k=1 k=1



W obu przypadkach mamy
a
lim —L — 1,
k—oo ag
a tymczasem pierwszy z tych szeregéw jest rozbiezny, a drugi zbiezny.

5.15. Przyktad. Rozwazmy szeregi

ki)ak = i (2:>5k, ]ibk = i <2kk)3k.

k=0 k=0
Mamy
a_ (i)™ 1 @R+ 1D)k+2) & 4
a5k 5 (kD)7 5
oraz D2\ 1
i1 _ (e )3 _ L CE+DREk+2) 4 4
b Cos* 3 (k+1p 3

wiec pierwszy szereg jest zbiezny, a drugi rozbiezny. Przyklad ten dobrze ilustruje ten

wygodny fakt, ze w praktycznych zastosowaniach wyrazenie % czesto ma granice.

Przechodzimy do kryterium Cauchy’ego.
5.16. Twierdzenie. Niech bedzie dany szereg Y oo | an 0 wyrazach niewjemnych. Jezeli
lim ar <1,
n—oo
to szereg jest zbiezny. Jezeli natomiast

lim /a, > 1,

n—oo

to szereg jest rozbieiny.
Dowdd. Niech 0 < ¢ < 1 — q. Pierwszy warunek oznacza, ze dla dostatecznie duzych n
an < (q + g)na

wiec na mocy kryterium poréwnawczego szereg jest zbiezny.
Drugi warunek za$ implikuje a, > 1 dla nieskoficzenie wielu n, wiec ciag {ax} nie
dazy do zera, a to na mocy (5.4) oznacza, ze szereg jest rozbiezny. (]

Podobnie jak kryterium d’Alemberta, kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga nic w sy-

tuacji, gdy
lim a, =1.

n—oo

Mozna na poparcie tej tezy przytoczyé te same przyklady (5.14).
5.17. Przyklad. Szereg

o0

n!

nn
n=1

jest zbiezny, bo
vVn! 1
lim — =-< 1
n—oo n (&
I jeszcze jedno kryterium badania zbieznosci szeregéw o wyrazach dodatnich (nieujem-
nych), zwane kryterium Cauchy’ego przez zageszczenie.

5.18. Niech {ai} bedzie ciggiem malejgeym liczb niewjemnych. Wowczas szereg Y oo | ax
jest zbiezny, wtedy i tylko wtedy gdy szereg Z,?;l 2% a0k jest zbieiny.



Dowdéd. Rzeczywiscie,

2N _1 N-12"t1_1 N-1
ap = Z ar < Z 2"agn
k=1 n=0 k=2n n=0
oraz
2N 1 N—1 2nti_1

Zakzz Z ap > ZQ a2n+1—722 Qgn,
k=1 n=0

—=9n

bo wyrazéw ai dla 2" < k < 2’“rl jest 2™ i na mocy naszych zalozen najmniejszym jest
Qont1_1 2 Ggn+1, & Najwiekszym agn. Z udowodnionych nieréwnosci wynika teza. (]

Wiemy juz, ze
o0

1
;?<m,

a co za tym idzie

1

_— > 2,
E ka<oo, «
k=1

oraz

i co za tym idzie

1
Z—:oo7 a< 1.
k=1ka

Metoda przez zageszczenie sprawdzimy pozostale przypadki 1 < a < 2, a przy okazji za
jednym zamachem potwierdzimy wyzej wymienone.

5.19. Wniosek. Szereg 21?;1 k% jest zbiezny, wtedy tylko wtedy gdy a > 1.

Dowdd. Rzeczywiscie, jesli ay = k%, to
(oo} oo
k —
> 2 =) o = Zq :
k=1 k=1
a ostatni szereg, ktéry jest szeregiem geometrycznym o ilorazie ¢ = 217, jest zbiezny
doktadnie wtedy, gdy a > 1. O
Niech
o0
1
((a) = no
n=1

Ile wynosi suma takiego szeregu? Odpowiedz nie jest latwa. Rozstrzygniemy tu dwa
przypadki a =2 i a = 4.

5.20. Mamy
=1 o
2:72_7'

Dowéd podamy w dalszej czesci skryptu.
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5.21. Lemat. Zachodzi réwnoscé

1 2/ 1N\2 ot
nz_:ln‘i_li(nz_:lrﬂ) ~ 90

gdzie

Zauwazmy, ze

Zatem
N N N N N N
1 1 1 1 1 1
Y mr=tra  ma=ram 2 G
j=1j#k=1 j=17 j#k=1 j=17 j#k=1
Zwrdémy teraz uwage, ze
S (b ¥
j#k=1 k=g k+J 2j k=N—j+1 k
wiec ostatecznie
NN 5 Ny NHy
> FERa L > 7 T
Jj=1k=1 Jj=1 k=N—j+1
Jak widag,
N N
N N
ZZW—%@)Q, By — ((4),
j=1k=1
wigc wystarczy sprawdzié, ze drugi sktadnik po prawej stronie dazy do zera
Rzeczywiscie
N N+j N
1 1 1 2
5 2 Sl ENC
P o T k =17 N-j+1
N [N/2] N
1 1 4 1
D E N G IISNIETE X
j=1 1 j=[N/2]+1
Jako ze



prawa strona dazy do zera wraz z N — oo.
|

Ponizsze kryterium Raabego pozwala ono rozstrzygnaé niektére przypadki, ktorych nie
rozstrzyga kryterium d’Alemberta.

5.22 (Raabe). Niech bedzie dany szereg o wyrazach a, > 0. Jesli

lim n(l—anﬂ> > 1,
n—oo an

to Y07 an < oco. Jedli natomiast

Tim n<1—a"“><1,

n—oo an,
oo
to ) ne1 Qn = 00.

Dowdd. Przypusémy, ze spelniony jest pierwszy warunek. Niech € > 0 bedzie odpowied-
nio mate. Wtedy dla dostatecznie duzych n

(n+1) <1—a"+1)>1+a

n

Mnozac obie strony nieréwnosci przez a,, i przenoszac odpowiednio wyrazy otrzymujemy
(5.23) €an < Ny — (M + 1)any1.

Oznaczmy
by, = nan, n > 1.

Nieréwnosé (5.23) pokazuje, ze ciag {b,} jest malejacy, a wigc zbiezny, co pociaga

oo
> by = bpg1 < 0.
n=1

Wracajac do nieréwnosci (5.23), widzimy, ze

1
angf(bn_bn+l>7 7’L>N7
3

a wiec nasz szereg jest zbiezny na mocy kryterium poréwnawczego.
Drugi warunek dla duzych n implikuje

n—1 n—1 n—2 N -1
an+1>7’an>"'> : caN,
n n n—1 N
czyli
an
Opi1 2 m
Stosujac raz jeszcze kryterium poréwnawcze, widzimy, ze szereg jest rozbiezny. ([

5.24. Przyktad. Zdefiniujmy symbol Newtona dla dowolnych a € R oraz k € Z . Niech
—1)...(a— 1
(a) _ ala—1)...(a—k+1) 1

)

k k! ’

(-

Nie naktadamy tu zadnych dodatkowych ograniczen na a i k. Zauwazmy jedank, ze dla
a€ N ik>a, mamy (}) =0.

oraz
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Rozwazmy teraz szereg
o0 o0 a
a =
D=3 | (k)\
k=0 k=0

i zbadajmy jego zbiezno$¢ za pomoca kryterium Raabego. Mamy

ak+1:1 a+1

ag _k‘—|—17

skad natychmiast wynika, ze nasz szereg jest zbiezny dla a > 0 i rozbiezny dla a < 0.

k> a,

Tyle na razie na temat szeregéw o wyrazach nieujemnych. Przechodzimy do szeregéw
o wyrazach dowolnych. Jezeli taki szereg jest zbiezny bezwzglednie, to w zasadzie jego
badanie sprowadza si¢ do badania szeregu wartosci bezwzglednych, ktory ma wyrazy
nieujemne. Jesli jednak jest zbiezny tylko warunkowo, sprawa jest znacznie delikatniejsza.

5.25. Twierdzenie (Leibniz). Jesli cigg {ar} maleje monotonicznie do zera, to szereg

oo

> (—1)kay

k=0
jest zbiezny.
Dowdd. Widzimy, ze parzyste sumy czeSciowe

Agp = (ag —a1) + (ag —ag) + -+ + (a2n—2 — azn—1) + azn >0
sg ograniczone z dotu i tworza ciag malejacy, bo
Agnta — Azp = a2p42 — a2n41 < 0,
natomiast sumy nieparzyste
Agpi1 =ag+ (a2 —a1) + (ag —a3) + ... (agn — a2pnt1) < ao
sg ograniczone z gory i tworza ciag rosnacy, bo
Aonts — A2nt1 = G2nt2 — 2p43 > 0.
Tak wiec oba podciagi {As2,} 1 {A2,+1} sa zbiezne i wobec
Agn — Agpy1 = a2py1 — 0

maja wspdlng granice. Stad ciag sum czeSciowych jest zbiezny. ([l
5.26. Przyklad. Oprécz znanego nam juz dobrze szeregu anharmonicznego

> (_1)k+1

k
k=1

dobrymi przyktadami na twierdzenie Leibniza sa szeregi

Scnttis(ieg). e (e (1+7)').

k=1 k=1
Rzeczywiscie ciagi

1
E7

sg monotonicznie zbiezne do zera.

ar = bkzlog(l—i—%), ck:e—(l—&—l)k
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5.27. Przyktad. Wiemy juz, ze szereg
(a>
Z n
n=1

jest bezwzglednie zbiezny dla a > 0. Pokazemy teraz, korzystajac z kryterium Leibniza,
ze dla —1 < a < 0 szereg ten jest warunkowo zbiezny. Niech b = 1 + a. Wtedy

01

k=1
Jesli
- b
w=I1(0-7)
k=1
to
ntl _ 4 _ L’
Qan n+1

a wiec ciag (a,) jest monotoniczny i dazy do zera.

Niech bedzie dany ciag {ax}. Praypomnijmy oznaczenie
aj, = Qpi1 — Q.

5.28. Lemat. Niech bedg dane dwa ciggi nieskoriczone {ar} i {By}. Dla dowolnych
m < n naturalnych zachodzi nastepujgca tozsamosé Abela:

n n
! !/
E akBk = (an+1Bn+1 — amBm) — E akBk+1.
k=m

k=m

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze

n

Z (akBk)/ = an+1Bn+1 — amBm,

k=m
a ponadto
(akBk)’ = a;chJrl + a;cB,/c,

co daje teze. O

5.29. Whniosek (nier6wnosé Abela). Niech {ai} bedzie ciggiem malejgcym o wyrazach
nieujemnych, a {By} ciggiem ograniczonym. Wtedy dla dowolnych m < n naturalnych

n
| Z aiBy,| < 2a,, sup |B|.
k=m

k>m

Nastepujace kryterium Dirichleta, ktére mozna uwazaé za uogdlnienie podanego wyzej
kryterium Leibniza, wykorzystuje nieréwnos¢ Abela.

5.30. Twierdzenie. Jezeli {ay} jest ciggiem monotonicznym i zbieznym do zera, a cigg
sum czesciowych ciggu {by} jest ograniczony, to szereg > p-, axby jest zbiezny.

Dowdd. Mozemy przyjaé, ze ciag {ax} jest malejacy. Oznaczmy

n—1
By=> b, n>1
k=1
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i niech |B,| < B. Na mocy nieréwnosci Abela
|Zakbk| = |ZakBk| 20, sup |Br| < 2a.,B.

Jako ze a,, — 0, nasz szereg spehua warunek Cauchy’ego, wigc jest zbiezny.
O

Warto zatrzymac si¢ na chwile, aby lepiej zrozumie¢ kryterium Dirichleta. Przyktad,
ktory chcemy teraz zaprezentowaé, wymaga pewnych przygotowan.

Wiemy, ze szereg >, sin k jest rozbiezny. Okazuje sie jednak, ze jego sumy czesciowe
sa ograniczone.

5.31. Dla kazdego x nie b@dqcego parzystg wielokrotnosciq

_ sinng - sm(n +1)§

sinkx = .
sin Z

k=1 3

Dowdd. 7 prostej trygonometrii wynika, ze
1 1 1
sing -sinkx = §<cos(k: - §)x —cos(k + 5)1‘)
Stad
1
sin — Zsmkm = f(cos =~ —cos(n + 2) ) = sinng -sin(n + l)g
(I

5.32. Przyklad. A oto nasz przyklad. Niech {a;} bedzie ciagiem malejacym do zera i
niech by, = sin k. Z (5.31) wynika, ze dla kazdego n

| Z be| <
wiec sumy czesciowe ciagu {bk} sg ograniczone. Na mocy twierdzenia Dirichleta szereg
o0
Z ay sin k
k=1

jest wiec zbiezny. W szczegdlnodci, szereg

oo

- sin ”—“ 1

sin 3 \sin%|’

sin 2 2

k=1
jest zbiezny.

Doé¢ podobnym do kryterium Dirichleta jest kryterium Abela. Dobrze jest spojrzeé na
to kryteriu w nastepujacym kontekscie. Jesli szereg Y 7o | by, jest zbiezny bezwzglednie, a

ciag {ay} jest ograniczony, to
o0
Z |(Lkbk‘ < 00,
k=1

co nietrudno wywnioskowaé z kryterium poréwnawczego. Innymi slowy, wyrazy szeregu
bezwzglednie zbieznego mozna pomnozy¢ przez wyrazy ciggu ograniczonego, a otrzy-
many szereg bedzie nadal zbiezny bezwzglednie.wyrazy zbieznego bezwzglednie szeregu
mozna pomnozy¢ przez wyrazy ciagu ograniczonego, a zbiezno$é zostanie zachowana.
Tak oczywiscie nie jest dla szeregéw warunkowo zbieznych. Aby sie o tym przekonaé,
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wystarczy wyrazy szeregu anharmonicznego pomnozy¢ przez ograniczony ciag (—1)’“‘1.
Tym bardziej godne uwagi jest nastepujace twierdzenie Abela, ktore méwi, ze mozna to
zrobié, jesli ciag {ax} jest monotoniczny.

5.33. Twierdzenie. Niech > .-, by bedzie szeregiem zbieznym, a {ay} ograniczonym
ciggiem monotonicznym. Wtedy szereg Y - | axby, jest zbieiny.

Dowdd. Niech a = limy, ay, 1 niech o = ap — a. Mamyl
arpbr = (ak — a)bk + aby, = aiby + aby.

Tak wiec kazdy wyraz naszego szeregu przedstawia sie jako kombinacja liniowa wyrazow
dwoch szeregdw zbieznych. Szereg o wyrazach by, jest zbiezny z zalozenia natomiast szereg
o wyrazach ayby jest zbiezny na mocy kryterium Dirichleta, bo o — 0 monotonicznie,
a sumy czeSciowe > _, by, sa ograniczone, gdyz, jak juz powiedzieliSmy, szereg ten jest
zbiezny. O

5.34. Przyklad. Jedli ciag {ax} maleje do zera, a ciag {by} jest rosnacy i ograniczony,
to szereg

o0
Z(_l)k+1akbk
k=1

jest zbiezny. Istotnie, szereg > oo (—1)*+1ay jest zbiezny na mocy twierdzenia Leibni-
za, wiec wolno go pomnozy¢ przez wyrazy ciggu rosnacego i ograniczonego bez utraty

zbieznosci.

Do konca rozdziatu pozostaje jeszcze zagadnienie permutacji wyrazéw w szeregu zbiez-
nym. Wiemy, ze w szeregu mozna bezkarnie przestawié¢ skoniczona liczbe wyrazoéw, nie
tracac zbieznoéci, ani nie zmieniajac jego sumy. Czy wolno jednak dokonaé¢ nieskonczonej
permutacji wyrazéw?

Rozwazania na ten temat poprzedzimy nastepujacym spostrzezeniem. Niech bedzie
dany szereg zbiezny o wyrazach a,,, wéréd ktérych jest nieskonczenie wiele zaréwno nie-
ujemnych, jak i ujemnych. Oznaczmy prze zj kolejne wyrazy nieujemne tego szeregu,
a przez —yj kolejne wyrazy ujemne. Niech m, bedzie liczbg wyrazéw nieujemnych o
indeksach < n. Wtedy

n—"mny n

n
(5.35) A= ar=Xpm, ~Yorm, = > Tk— > Uk,
k=1 k=1 k=1

gdzie m,, — oo i n —m,, — oco. Ponadto

n

Z |ak| = X, + Yn—m,-
k=1

Stad wynika, ze zbieznos¢ bezwarunkowa szeregu jest rownowazna

oo oo
Zxk < oo oraz E Yr < 00.
k=1 k=1

Natomiast jego zbieznosé warunkowa pociaga
oo o0
ka =00 oraz Zyk = 00.
k=1 k=1

17a ten pomyst dziekuje panu L. Garncarkowi.
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Oto przyktad pokazujacy, ze permutacja wyrazéw szeregu warunkowo zbieznego moze
zmienié¢ jego sume.

Niech
1)k+1

o

bedzie suma czeéciowa warunkowo zbieznego szeregu anharmonicznego. Przez indukcje
sprawdzamy, ze

1 U "1
k=1 k=1
Niech

Z 1+— Telel Ly
= 27577 8

bedzie szeregiem, ktory Jest permutacja szeregu anharmonicznego. Permutacja polega na
tym, ze po dwoch kolejnych wyrazach nieparzystych nastepuje jeden kolejny parzysty.
Niech U, bedzie suma cze$ciowa tego szeregu. Widaé, ze

1
U3n = S4n + §S2na
wiec
) 3
lim Us, = 5 log 2.
Zauwazamy takze, ze
Usns1 — Usp — 0, Usny2 — Usp — 0,

wiec szereg ten jest zbiezny, a jego suma wynosi %log 2.

Permutacja wyrazéw szeregu warunkowo zbieznego moze takze zniweczy¢ jego zbiez-
nos¢.

Niech {n;} bedzie ciagiem liczb naturalnych dobranym tak, aby ng = 1 oraz

nk+171

1
D 5 +1°

Jj=nk

Rozwazmy nastepujaca permutacje wyrazow szeregu anharmonicznego: Najpierw naste-
puje n; kolejnych wyrazéw nieparzystych, po nich pierwszy wyraz parzysty; potem znéw
ng wyrazow nieparzystych, drugi parzysty itd. Niech .S,, bedzie suma czesciowa tej per-
mutacji szeregu anharmonicznego. Jak widac

k
Snk-i-l > 57

wiec nowy szereg jest rozbiezny.

Okazuje sig, ze przez odpowiednia permutacje wyrazéw szeregu warunkowo zbieznego
mozna uzyskaé¢ ,,wszystko”— rozbieznosé lub zbieznosé do z géry wybranej sumy. Mowi
o tym nastepujace twierdzenie, ktérego dowdd poprzedzimy nastepujacym lematem o
dwaoch szeregach rozbieznych.

5.36. Lemat. Niech bedg dane dwa rozbiezne szeregi o sumach cze$ciowych

n n
anzxka Ynzzyk
k=1 k=1
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1 wyrazach nieujemnych. Dla kazdego a > 0 istniejg wéwczas Scisle rosngce ciggr indeksow
(P)5%0 i (qj)520, takie Ze dla kazdego j € N

(5.37) a< X, —Y,

41 S a+ Ty, oraz a—1yq, < Xp

Y, <a.

J

gdzie Yo =0 i go = 0.

Dowéd. Niech py = qop = 0. Przypusémy, ze juz zdefiniowaliSmy p; i g;. Definiujemy p; 1
jako najmniejszy indeks, taki ze X,  , > Y, + a, a nastgpnie ¢;41 jako najmniejszy
indeks, taki ze Y,,,, > X, , — a. Nietrudno si¢ przekonac, ze nasze nieréwnosci sa
spelnione. O

5.38. Twierdzenie (Riemann). Niech Y ;- ay bedzie szeregiem warunkowo zbieinym.
Dla kazdego a € R istnieje permutacja wyrazow szerequ o, taka Ze sumy cze$ciowe

n
Sn = Z Qo (k)
k=1

sq zbiezne do a. Mozna tez dobrac o tak, by cigg sum czeSciowych byl rozbiezny do +oo
lub tez nie mial nawet granicy niewla$ciwej.

Dowdéd. Aby nie komplikowaé niepotrzebnie dowodu, przyjmiemy, ze a > 0. Przypadki
a < 0 oraz a = +00 sa bardzo podobne i pozostawiamy je Czytelnikowi.

Niech z; oznaczaja kolejne wyrazy nieujemne szeregu y - | ai, a y; liczby przeciwne
do jego kolejnych wyrazéw ujemnych. Szereg jest zbiezny warunkowo, wiec

o oo
E T = 00, oraz E Y = 00.
k=1 k=1

W takim razie nasze szeregi selniaja zalozenia lematu. Niech wiec (p;) i (¢;) beda ciagami

indekséw, takimi ze sumy X, 1 Y,, spelniaja (5.37). Poniewaz nasz szereg jest zbiezny,

zr — 01y — 0, a wiec takze
lim (X,

j—o0

Y,

gj—1

) :jh_)m (ij _Y;1

oo

i ;) =a

na mocy lematu o trzech ciggach.
Pokazemy, ze suma szeregu o wyrazach

L1, X253 Tpys —YLy —Y25 - ooy TYqr s Tpr1+1y Tpy+25 -+ s Lpoy “Ygi+15 " Yqr+25- -5 " Ygas - - -

wynosi dokladnie a. Zauwazmy najpierw, ze kazda suma czeéciowa tego nowego szeregu,
ktorego wyrazy otrzymaliSmy przez pewna permutacje wyrazéw szeregu wyjSciowego,
spelnia

X

pj

-Y,

g5

=Y, <S <X

Pj+1
jesli p; +q¢; <n < pj41 +¢q; lub
X

pj

~ Y, <S5, <X, —Y,

j -
jesli p; + qj—1 < n < p; +q;. W takim razie

lim S, =a

n—oo

na mocy lematu o trzech ciggach. (I

Potraktujmy twierdzenie Riemanna jako przestroge, ze z szeregami warunkowo zbiez-
nymi nalezy sie obchodzi¢ bardzo ostroznie!
Zupelnie inaczej ma sie sprawa z szeregami bezwzglednie zbieznymi.
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5.39. Twierdzenie. Niech Y .-, |ax| < co. Wowczas dla kazdej permutacii
c:N— N

o0 - ’ .. b .. .
szereg Y iy Go(k) jest réwniez zbieiny i

Zaa(k) = Zak < o0.
k=1 k=1
Dowdd. Niech

Ap = Zaku Sn = Z QAo (k)
k=1 k=1

i niech
> ap=A= lim A,.
n—oo
k=1
Niech
M, = max o '(k).
1<k<n
Wtedy

(1,2,....,n} CU({LQ,...Mn}).
Dla € > 0 niech N bedzie takie, by

o0
|[A—An| < Z lax| < e.
k=N+1
Wtedy dlam > M = My
o0
‘Sm — AN| < Z |ak| <eg,
k=N-+1
wiec
o0
S — Al < |Sm — An|+[An — A <2 > ax| < 2e,
k=N+1
co dowodzi naszej tezy. ]

5.40. Wniosek. Przy zalozeniach i oznaczeniach Twierdzenia 5.39 mamy

Z |a0(k)\ < Q.
k=1

Dowod. Wystarczy zastosowaé Twierdzenie 5.39 do szeregu wartosci bezwzglednych, by
otrzymaé zadana zbieznosc. O

I jeszcze jedno wazne spostrzezenie.

5.41. Niech bedzie dany cigg (a,,). Jezeli dla kazdego ciggu e, € {0,1} szereg >~ | enay
jest zbieiny, to Y oo |an| < co.

Dowdéd. Niech g,, =1dlaa, > 01i¢e, =0dlaa, <0. Wtedy, uzywajac notacji (5.35),

mamy
o oo
5 €nan:§ rp = C1 < 00,
n=1 k=1



oraz - -
Z(En - 1)an = Zyk = C(2 < 00,
n=1 k=1
a stad
N My n—my
Slanl = a+ Y m <Ci+Co
n=1 k=1 k=1

dla kazdego N, co oznacza, ze szereg jest zbiezny bezwzglednie.

17
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11.

12.

. Zbadaj zbiezno$é¢ szeregdw:

. Pokaz, ze szereg >

. Zbadaj zbieznoéé szeregu > -

Zadania

. Stosujac kryterium poréwnawcze, zbadaj zbieznosé nastepujacych szeregéw:

00 o 00 1+n 00 1 oo .
;Sln%’ Zl—!—nQ’ Z(n+1)(n+4)’ nz::ltg4 ’

n=1 n=0
=1 | Z Vnt+1—vn > —
anlOgn’ ;311—1’ ; n ’ 7;( nt _\/ﬁ)’
= logn > 1 L /14 n2\2
nz::l /5 ;n2+2n’ nz:l(l—i-n?’)'

. Stosujac kryterium d’Alemberta, udowodnij zbiezno$é szeregéw:

> 1 “n > T > n? > T
2 .
27(2n+1)!’ 2277 Z”tgjn’ 2377 d.n s oo
n=0 n=1 n=1 n=1 n=1
> n =, 27n! =" = n" =, 100"
DISLESEES S D DECCHD DD oL
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
. Stosujac kryterium Cauchy’ego, udowodnij zbiezno$¢ szeregdéw:
o] 00 oo 0o 1\n2
1 n o\ .1 (z1y
Zlog"n7 Z(2n+1) ’ Zarsh n’ Z 3
n=2 n=1 n=1 n=1

. Niech beda dane dwa ciagi a,, > 01 b, > 0, takie ze lim, ., 7> = ¢ > 0. Pokaz,

ze szeregi > o an 1Y .o b, sa réwnocze$nie zbiezne lub rozbiezne. Pokaz tym
sposobem, ze szereg - sin L jest rozbiezny.

oo log(1+1/n) . Zoo log(1+1/n)
n=1 log(n+1) n=1 logZ(n+1) *

o m jest zbiezny dla kazdego € > 0.

. Dla jakich = > 0 szereg ZZOZI nl°8® jest zbiezny?

1
n=2 logn!"

. Niech v, = > p_, + —logn. Czy szereg > ;- ¥ jest zbiezny? A szereg > po | V5?
10.

Zbadaj zbieznosé szeregow

o0 1 n2 oo 1 TL2 o0 1 n o0 1 n
S () X)) X0+y) X0-4)
n=1 n=1 n=1 n=1
Niech a € R\ Z. Udowodnij, ze szereg Y p () jest zbiezny bezwzglednie dla
a > 0, zbiezny warunkowo dla —1 < a < 0 i rozbiezny dla a < —1.
Dana sg szeregi > o, an 1 > b, 0 wyrazach dodatnich, ktérych wyrazy spel-
niaja warunek

ni1 bnt1 .

an bn

Udowodnij, ze zbieznosé¢ drugiego szeregu implikuje zbieznosé pierwszego, a roz-
bieznos¢ pierwszego — rozbieznosé drugiego.



13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.
20.

21.

22,

23.

24.

25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
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Wyrazy ciagu {a,} sa dodatnie i spelniaja warunek

1 o
a”+1<(1— ) a>1.
an, n+1

Udowodnij, ze szereg Y., a,, jest zbiezny.

Niech a,, > 0. Udowodnij, ze jesli Y7 | a, < oo, a ciag {d,} jest ograniczony, to
szereg Y., dnay, jest zbiezny.
Udowodnij, ze dla |q| < 1 jest Yoo, k¢ = ﬁ.

Pokaz, ze dla kazdego n € N zachodzi ) ., 4 5 <

1
n-n!’

Udowodnij, ze
o0

1
1/3_1 1/e
e(e ) < E el

n=1

Udowodnij, ze

| ot
ol 3

’ Tk n'
Woo k n(n+1)

=1
<Zﬁ<
n=1

. . . ’ 7 re n
Zbadaj zbiezno$¢ szeregéw » bg%ﬂ, oraz > oo | —2

n=1 log(2™)!"

Niech ag = € i ap41 = sina,. Udowodnij, ze a) szereg > -, (—1)"a,, jest zbiezny;
b) szereg > >~ (—1)" {/a1az . . . a, jest zbiezny.

W szeregu harmonicznym stawiamy znak minus przy wyrazach o numerach posta-
cin = 2%, a pozostale wyrazy pozostawiamy bez zmian. Wykaz, ze tak otrzymany
szereg jest rozbiezny.

Oblicz sume szeregu > po o (—1)k27".

Szeregi >~ | an oraz y .. by sazbiezne bezwzglednie. Pokaz, ze szereg Y | ¢y,

gdzie ¢, = \/|anbn| jest zbiezny.

Udowodnij, ze dla kazdego z € R zachodzi réwnosc¢

oo " s x2n 0 x2n+1
DV = G i
= nl = (2n)! = (2n+1)!

Wiadomo, ze lim,,_,o na, = ¢ # 0. Pokaz, ze szereg Z;’;l an jest zbiezny.
Wiadomo, ze szereg > - n’a, jest zbiezny. Pokaz, ze szereg >0 | ay, jest zbiezny
bezwzglednie.

Podaj przyklad zbieznego szeregu y ., a,, takiego ze szereg > .-, a2 jest roz-
biezny.

Niech {an }22, bedzie ciagiem zbieznym do a, szereg zas >~ by, niech bedzie bez-
wzglednie zbiezny. Niech ¢, = > arbp—k. Pokaz, ze limy, oo ¢ = ay e o b
Dane s dwa zbiezne szeregi Y po | ax 1Y pey by 0 dodatnich wyrazach. Niech v, =
e ks B = > pe, bi. Pokaz, ze jedli lim,, o Z—: = p, to réwniez lim,, _, o % =
p.

Pokaz, ze jeli szereg y | a, o nieujemnych wyrazach jest rozbiezny, to i szereg

o0 an . . .
D ne1 T4% jest rozbiezny.

Ciag {a,} ma nastepujaca wlasnosé: Dla kazdego ciagu liczb s,, € {—1,1} szereg
> 1 Snan jest zbiezny. Pokaz, ze szereg > - | a, jest bezwzglednie zbiezny.

Ciag {a,} ma nastepujaca wlasnos$é: Dla kazdego ciagu liczb s, € {0,1} szereg
> ,—1 Snan jest zbiezny. Pokaz, ze szereg > - | a, jest bezwzglednie zbiezny.
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33.

34.
35.
36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.
43.

44.

45.

46.

47.

Pokaz, ze

—loglogn 92— loglogn

(oo} oo oo
2313_1°g"<oo,z:12_10g"= Z < 00, Z = 0.
n= n= n=1

Udowodnij nieréwnosé Y207 7 < + dlan € N.

Zbadaj zbiezno$¢ szeregu > o0 | 1Y2 - . Vn, gdzie v, = >0, k — logn.
Pewien matematyk powiedzial: Nietaktem jest dowodzi¢ zbieznosci szeregu geo-
metrycznego za pomocg kryterium d’Alemberta. Co mégt mie¢ na mysli?

Inny matematyk z kolei uwazal, ze nietaktem jest dowodzi¢ rozbieznosci szeregu
harmonicznego za pomoca kryterium Raabego. Co on mial na my$8li?

Pokaz, ze ciagi

2n+1 1 1 on 1
A= D 5 Ba=2) g
k=241 k=1

s rosnace.
Znajdz granice ciagu a,41 = fan, gdy —1# a7 <0

Pokaz, ze kazdy ciag o wahaniu ograniczonym jest ciagiem Cauchy’ego oraz ze
kazdy ciag Cauchy’ego zawiera podciag o wahaniu ograniczonym.

Wiadomo, ze a,, /" a. Pokaz, ze wtedy

lim {/a} +a5 +...a% =a.

n—oo n
Udowodnij, ze 1/4 < v < 2(1 — log 2).
Wiadomo, ze szereg o wyrazach dodatnich > 2 | 3, jest zbiezny. Pokaz, ze réwniez

szereg > o0, \5[ jest zbiezny. [Niech oy, = =1/ § niech >0 | an = 0o. Pokaz,

ze wtedy Zai/n>1/2 B = 00.]
Niech N oznacza zbiér tych liczb naturalnych, w ktorych zapisie dziesietnym nie

wystepuje cyfra 0. Pokaz, ze ZnGNo — < 29.
Niech bedzie dany ciag o wyrazach a,, > 0. Udowodnij, ze jesli
a 1
g1 — L7 a€ R,
G n
to
< C
On S n1+a
Jesli natomiast 1+
a @
ol > - , € R,
Qn n
to
S ¢
Ay =2 W

Szereg Y| a, jest zbiezny, a ciag {b, } ma wahanie ograniczone. Pokaz, ze szereg
>0 | anby, jest zbiezny.

Wykaz, ze jesli a,, > 01 limy,_, o < 1, to lim,_, a, = 0. Korzystajac z tego,
pokaz, ze podane ciagi sa zbiezne do zera:

n! 2" n" (nh)™ n" (2n)!
ool (2n)!” nn* (n!)2’ ont

Zrob jeszcze raz to samo, korzystajac z bezposrednich oszacowan na n!l.

An 41
QAn

nn



48.

49.

50.
51.

52.

g‘: ‘ (142) .
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Zbadaj zbieznos¢ szeregoéw

>

n=1

,(g>0)

1/2\? ilog%}
n /)’ —

Udowodnij, ze

\/n2+n+lf\/n27n+l
nlog®n

>

Udowodnij, ze lim,_.q L

M = 1, a nastepnie pokaz, ze Zzo:l arcsin ;- = oo.
Pokaz, ze dla kazdego a > 0 i kazdego n € IN spelniona jest nieréwnosé¢ e* <
(1+2)"+* W tym celu udowodnij, ze ciag po prawej jest malejacy.

Niech beda dane dwa ciagi a,, > 01 b, > 0, takie ze lim, ‘;—: = c > 0. Pokaz,
ze szeregl > o an 1Y .o b, sa réwnocze$nie zbiezne lub rozbiezne. Pokaz tym
sposobem, ze szereg >~ sin% jest rozbiezny.

53. Dla x € R\ {2k7 : k € Z} udowodnij wzdr
sinnZsin(n +1)%
Z cos kx = 2 ( ) Z,
sin £
k=1 2
54. Udowodnij, ze podane szeregi maja ograniczone sumy czesciowe:
o0 o0 o0 o0
Z cosn, Z sin(2n — 1), Z(fl)’”r1 sinn, Z( )"l sin? n.
n=1 n=1 n=1 n=1
55. Udowodnij, ze podane szeregi sa zbiezne:
=\ cosnx > sinn = sin?n = 1
_1\n+1 _1\n+1 _1\n+1 4.2 -
S Sy I S IS i g1+
n=1 n=1 n=1 n=1
56. Dane s zbiezne ciagi {a,} i {b,}, przy czym ten drugi jest jeszcze monotoniczny.

57.

58.
59.

60.

o0 .
Z sinnlogn
n )

n=1

61.

Korzystajac z kryterium Abela, udowodnij, ze szeregi

(oo} oo

Z(a”"'l - an)bm Z(an-&-l - an)bi

n=1 n=1
sg zbiezne.
Pokaz, ze ciag g, = 105 % (n > 3) dazy monotonicznie do zera.
Pokaz, ze Y 1n7<€/

Pokaz, ze ciag an, = - Zk:l % jest Scisle malejacy.

Udowodnij, ze podane szeregi sa zbiezne:

>N (—1)n N sinn g 11 1
e SO S ()
ngl n osn 7;1 nYn 7;1 n +2+3+ +n

Udowodnij, ze podane szeregi sa zbiezne:

n+1 n

Z , (a>0),

n=1 n=1
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62. Oblicz sumy nieskonczone otrzymane w wyniku permutacji wyrazéw szeregu an-
harmonicznego:

63. Nich o : N — N bedzie permutacja liczb naturalnych. Pokaz, ze Y~ —) = 0.
64. Oblicz sume szeregu Y, ¢, gdzie ¢, = > _; m.
65. Oblicz sume szeregu » ., n’q", gdzie |q| < 1.
66. Dla jakich ¢ € R szereg
>
S L log?n
jest zbiezny a) absolutnie, b) warunkowo?
67. Zbadaj, dla jakich ¢ € R szereg

> qn
nz:% n(1+¢*")
jest zbiezny.
68. Oblicz sumy szeregow
St Y Mg Sl 3L
n=1 n=1 n=1 n=1 :

69. Oblicz sumy szeregdéw
— +1 — n+2 — n?(n+1)2°

70. Przeprowadz dyskusje zbieznosci szeregu > - ,(—1)"n?log?n w zaleznosci od
p,q € R.
71. Sprawdz, ze

k+1 = k2
o2 h Zk+1 =1 Z(k—i—l'

k=1 ’ k=1 k=1

=e—1.

72. Dany jest malejacy ciag a,, > 0, taki ze Y --, a, < co. Pokaz, ze na,, — 0.

n=1
73. Oblicz sume szeregu y ., ("_171%

74. Niech (p,,) bedzie cisle rosnacym ciagiem wszystkich liczb pierwszych. Pokaz, ze
dla kazdego a > 1 i kazdego n € N

Pnt+1—1

Prps - S 1
Z ka\ )(prn Zk

(pn

oraz
Pip2 - --Pn

(p1—D(p2—1)...(pn—1)°

logpn41 <



75.

76.
7.

78.

79.

80.

81.
82.

83.

84.

85.
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Niech (p,,) bedzie $cisle rosnacym ciagiem wszystkich liczb pierwszych. Pokaz, ze
dla kazdego n € N

n

1
Zpk_l

> loglog p41.

k=1
Wywnioskuj stad, ze
oo
1
DT
o1 Pn
Oblicz granice lim,,_, o, cos™ %
Udowodnij wzor
1 i sin(n + 3z)
= coskr = ———=2—=
3" YT T osinz

k=1 2
dla = # mm.
Udowodnij, ze szereg

> 1
g cosn - sin —

n
n=1

jest zbiezny warunkowo.
Zauwaz, ze na mocy przeksztalcenia Abela (jak w dowodzie kryterium Dirichleta)

oo oo
(—1)n+t (1 1 )
) _ B
kz—; n ; n n+1)0FD
gdzie Bpy1 = Zzl(—l)k“, oraz ze szereg po prawej jest zbiezny bezwzglednie,

a po lewej tylko warunkowo.
Niech Y72 | by = 00, b, > 0, i niech a; — a. Pokaz, ze

)
lim 721“:1 Rk _
n— oo Z:l bk

Pokaz, ze jedli szereg > p- | & jest zbiezny, to + 31" | x — 0.

Niech (a,) bedzie ciagiem okresowym o okresie N i takim, ze EkN;ll ar = 0.
Pokaz, ze szereg Y -, ai/k jest zbiezny.

Dany jest malejacy ciag (a,,) o wyrazach dodatnich. Pokaz, ze jesli Y~ | a,, < oo,
to na,, — 0.

0 3
n=1Tn

Podaj przyklad ciagu z,,, takiego ze szereg > .| x,, jest zbiezny, a szereg >
rozbiezny.

Podaj przyklad ciagu z,,, takiego ze szereg > -, x,, jest zbiezny, a szereg Y - sinz,

rozbiezny.



