6. Szeregi potegowe

Szeregiem potegowym nazywamy szereg postaci

o0
E anpx”.
n=0

Przyktadami takich szeregéw, ktore juz znamy, sa m.in.:

(o]
L Y=g, oilefa <1
k=0
Xk
2. Y % =¢", dlazeR;
k=0
X 2k
3. > ék)! = cosh z, dla z € R;
k=0
4. kz_:o (gz’j:)! =sinhz, dlaze R;
5. kak:ﬁ, oile |z| < 1.
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Jesli szereg potegowy o7 a,x" jest zbiezny dla x z pewnego zbioru, to mozemy okregli¢
funkcje

flz) = Z an z".
n=0

Jej dziedzina jest zawsze niepusta, gdyz dla x = 0 powyzszy szereg jest oczywiscie zbiezny.
Zajmiemy sie teraz dokladniejszym badaniem dziedziny takich funkcji. Wielkosé

oo
r=sup{t>0: Z lan|t" < oo}

n=0

nazywamy promieniem zbieinosci szeregu potegowego » . o anaz™. W przypadku, gdy
>0 o lant" < oo dla wszystkich ¢ > 0, kladziemy r = co. Kolejne twierdzenie wyjasnia,
skad taka nazwa.

6.1. Niech liczba 1 bedzie promieniem zbieznosci szerequ potegowego > o anx™. Jesli
lz| < 7, to szereg Y .2 anz™ jest zbieiny bezwzglednie. Jesli zas |x| > 7, to szereg ten
jest rozbiezny.

Dowdd. Rzeczywiscie, jesli |x| < r, to istnieje ¢ > 0, takie ze

o0 oo
Z lanz™| < Z lan|t" < oo,
n=0 n=0

wiec szereg jest bezwzglednie zbiezny.
Niech teraz |z| > r. Przypu$émy nie wprost, ze szereg » ., a,z"™ jest zbiezny. Wtedy
anz™ — 0 1 wobec tego istnieje stala C' > 0, taka ze |an,z™| < C. Jesli r < t < |z|, to

|an|t" = lanz"| - (t/]z]))" < C(t/]x])"

i wobec 0 < t/|z| <1 szereg Y . |a,|t" jest zbiezny, co przeczy definicji r.

A oto sposéb na znajdowanie wartoéci promienia zbieznosci.
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6.2. Niech bedzie dany szereg potegowy ZZO:O anx™ o promieniu zbieinosci rownym r.
Jesli cigg V/|an| ma granice o wladciwg lub nie, to

0, o=o9,
r=<1/p, 0<p< o0,
oo, p=0.

Dowdd. Skorzystamy z kryterium Cauchy’ego. Niech najpierw 0 < ¢ < oo. Ot6z, skoro
lim {/|a,|t" =t lim {/]a,| =1 o,
n—oo n—oo

wiec
o0

Z lan|t" < oo

n=0

dla0<t<1/pi

o0
Z lan|t" = oo
n=0

dla ¢t > 1/p. Dlatego r = 1/p.
Gdy 0 =0, to Yo7 |a,|t" < oo dla wszystkich t > 0, skad r = co. W przypadku
p = oo szereg jest zbiezny tylko dla t = 0, wiec r = 0. O

A oto kilka przyktadéw:

6.3. Przyklad. a) Dla szeregu
oo
-1 n+1
n=1 n

otrzymujemy promien zbieznodci r = 1. Sprawdzmy jeszcze, co dzieje sie dla || = 1.
Ot6z mamy

o0 -1 n+1
27( ) < 00, r =1,
n
n=1
oraz

= (1 =1

)=y - =, = 1.
P ST

Oznacza to, ze szereg ten jest zbiezny dla @ € (—1,1] i rozbiezny poza tym, przy czym
wewnatrz przedziatu zbieznosé jest bezwzgledna, a w x = 1 warunkowa.

b) Rozwazmy szereg
o0

>
5"
n=1 n
Skoro
. n 1 . 1 2
1/7“:1111_{101O ﬁ:nh—{go(g/ﬁ) =1
oraz
N N
Z‘ﬁz :Zﬁ<oo, ,x =1,
n=1 n=1

wiec szereg ten jest zbiezny (i to bezwzglednie) dla z € [—1, 1] i rozbiezny poza tym.



¢) Dla szeregu
o0
D> a"
n=0

mamy oczywiscie r = 1 oraz rozbiezno$¢ dla |z| = 1.
d) Dla szeregu

otrzymujemy

. ol 1 . 1
T

skad r = 0o, co oznacza, ze szereg ten jest zbiezny (bezwzglednie) dla wszystkich = € R.
e) Dla szeregu

mamy

o= lim Vn” = lim n = oo,

n—oo n—oo

wiec promien zbieznosci wynosi r = 0, czyli szereg ten jest zbiezny tylko dla x € {0}.
f) Dla szeregu

o0 oo

ZaﬁQ” =1+4224+zr+... = Zanx”

n=0 n=0
mamy

1, gdy n jest parzyste,
A, =
" 0, gdy n jest nieparzyste,

czyli

W _ { L, gdy n jest parzyste
nl =

0, gdy n jest nieparzyste,
wiec granica lim,, .o ¥/|ay,| nie istnieje
Latwo jednak zauwazy¢, ze nasz szereg jest zawsze szeregiem geometrycznym o ilorazie

22, a wigc zbieznym dokladnie dla |z| < 1. Stad r = 1.

6.4. Twierdzenie. Jesli > - a,x™ jest szeregiem potegowym o dodatnim promieniu
zbieznosci r, to funkcja

flz) = Z anx"
n=0

jest ciggla w przedziale (—r,r).



Dowdd. Niech x,y € (—r,r). Istnieje taka liczba R, ze |z|, |y| < R < r. Wezmy dowolne
e > 0. Mamy

N 0o N 0o
|f@ﬂ‘*f(y”:: E:Chxn#’ 2: Chxn"E:CMyn" 2: any"
n=0 n=N+1 n=0 n=N+1
N N 0o o0
(65) <Y ana = Y|+ S Janllal+ Y Jaalll™
n=0 n=0 n=N+1 n=N+1
N N 0o
< Zanﬂc"—Zany" +2 Z lan|R™.
n=0 n=0 n=N+1

Drugi sktadnik powyzszej sumy jest podwojona reszta szeregu zbieznego, wiec

o0

> lanlR" <,

n=N+1

dla dostatecznie duzych N. Dla kazdego N

N
fn(z) = Z anz"
n=0

jest oczywiscie wielomianem, a wiec funkcja ciggla. Wobec tego
|fn(x) = fn(y)l <e,
jesli y jest dostatecznie bliskie z. Ostatecznie

[f (@) = f(y)] < 3,

jesli y jest dostatecznie bliskie x przy dostatecznie duzym N, co dowodzi ciaglosci funkcji
f w przedziale (—r,r). O

A oto twierdzenie o ciaglodci szeregu potegowego na brzegu przedziatu.
6.6. Twierdzenie. Niech Y .- a,z" bedzie szeregiem potegowym o promieniu zbieino-
scir > 0. Zalozmy, Ze szereg ten jest zbiezny dla x = r. Niech

o0
fi(=rr]sz+— Zanx".
n=0

Wtedy
f0) = Tim f(z).

T—T—

Dowéd. Wezmy z € (0,7). Mamy

N N
E anpr”™ — E apz"
n=0 n=0

Pierwsze dwa skladniki mozna oszacowac jak wyzej. Rzeczywiscie drugi przedstawia resz-
te szeregu z zalozenia zbieznego, a pierwszy réznice wartosci wielomianu. Istota sprawy
lezy w sposobie oszacowania ostatniego sktadnika. Mamy

o0 oo T n
E anpx" = E apr™ =)
r

n=N+1 n=N+1

+ | Z anr"| + | Z anx”|

n=N+1 n=N+1

(6.7) [f(r) = f(2)] <




gdzie a,r™ jest wyrazem szeregu (znéw z zalozenia) zbieznego, a ()" wyrazem ciagu
monotonicznie zbieznego do zera. Na mocy nieréwnosci Abela

fe%e] x N+1
| Z anxngﬁN(T> <ﬁNv

n=N+1
gdzie

m
By = sup | Y apr"| =0,
m>N =N

gdy N — oo. To pokazuje, ze i trzeci wyraz mozna uznaé za maty przy dostatecznie

duzych N. 0
6.8. Przyklad. Rozwazmy wielomian stopnia nie wigkszego niz N
N
f(z) = Z anz”
n=0

Wtedy

N N n n

flx+h)= Z an(z+h)" = Z an Z (k)x”khk

n=0 n=0 k=0

N N N N o
(6.9) SIS S WIS ST Sl (I

k=0 n=~k k=0 n==k

N

= ap(x) b,

k=0

gdzie

an(z) = i (Z) ana k.

n=~k

Aby rozwina¢ w podobny sposéb funkcje zadana szeregiem potegowym, musimy naj-
pierw rozwazy¢ zagadnienie sumowania szeregéw iterowanych.

Niech bedzie dany ciag {amk}jszo liczb rzeczywistych. Przez zbiezno$é¢ szeregu ite-
TOWANeqo

n=0 k=0
bedziemy rozumieé zbieznoéé¢ szeregdw

A=S A A=Y
n=0 k=0

W takim razie suma szeregu iterowanego wyraza sie¢ granica iterowana

N K
A= lim lim E E Ap k-
N—oco K—o00 ’

n=0 k=0
Jesli a i; > 0, to nietrudno zauwazyé, ze zbieznosé szeregu (6.10) jest réwnowazna

istnieniu statej C' > 0, takiej ze

(6.11) > anr<cC



dla kazdych N, K € N. Dlatego tez fakt zbieznosci szeregu iterowanego o wyrazach
nieujemnych bedziemy oznaczaé krotko przez

o0 o0
Z Zamk < 00.

n=0 k=0

W przeciwnym wypadku bedziemy pisaé

oo oo
D> ank =00

n=0 k=0

Warunek (6.11) pociaga réwnowaznosé

o0 o0 o0 o0
ZZan7k<00 <~ ZZan7k<oo

n=0 k=0 k=0n=0

dla Qn k > 0.

6.12. Niech ap, € R. Jesli
(oo} oo
2D lans] < oo,
n=0k=0
to oba szeregi iterowane
(oo} oo oo (oo}
)IPILVEED DY DL
n=0 k=0 k=0n=0
sq zbiezne.
Dowdd. Wystarczy dwukrotnie skorzystaé z tego, ze zbiezno$é¢ absolutna pociaga zbiez-

noé¢ i z powyzszych uwag o zmianie porzadku sumowania dla szeregéw o wyrazach nie-
ujemnych. O

6.13. Przyklad. Niech bedzie 0 < ¢ < 1 i niech

Uk = (_1)k+1q[k/2]+1(1 _ q[k/2]+1)n71
Zauwazmy, ze |a, x| — 0, gdy k — oo oraz axy1 = —ay dla k parzystych, wiec
o0 (o] o0
DD ank=) ana =1
n=1k=1 n=1

7 drugiej jednak strony
Z g = (—1)FH1gh/2+1 Z glF/2HH1yn — ()Rt

a wige suma iterowana y ;- | > | a, j nie istnieje.

6.14. Lemat. Jesl
2D lanil < oo.
n=0 k=0

to oba szeregi iterowane o wyrazie ogdlnym o, 1 sq zbieine do tej samej sumy.



Dowaod. Zbieznosé obu szeregdéw wynika z wezesniejszych uwag. Niech

N oo K o
[ED 3D SUTEVINTS 3 Srwe:
n=0 k=0 k=0n=0
Wtedy dla dowolnego € > 0

N o K o
§ § an,k_§ § Qn k| =

n=0 k=0 k=0n=0

N [eS) K [eS)
DD DT ED DI DR
n=0k=K+1 k=0n=N+1

ST okl D0 D omsl < 2¢

k=N+1n=0 n=N+1 k=0
dla dostatecznie duzych N, K € N, co oznacza, ze A = B. O

Powracamy do szeegdéw potegowych.

6.15. Twierdzenie. Niech bedzie dany szereg potegowy f(x) = ZZO:() anx™ o dodatnim
promieniu zbieznosci r. Wiedy dla kazdego ustalonego |xg| < r i dla |h| < r—|zg| funkcja
f rozwija sie w szereg potegowy (wokdl punktu xg) wedlug wzoru

(6.16) f(ao + h) Zak o) h¥,
gdzie
o) n B
cutr) =3 (1) awrt
Dowdéd. Mamy
(o) o0 n
_ n __ n—kpk
Fan 0 =3 anten £ 1" = S 3 ()t
(6.17) . R
= Z Z (Z) anzy Fhk
n=0 k=0
Skoro
53 () lanllzo™ A" = 3= (ol + 8]
n=0 k=0 n=0

bo |zo|+|h| < r, wiec szereg iterowany jest bezwzglednie zbiezny. Mozemy zatem zamienié
kolejno$é sumowania, otrzymujac

flzo+h) = ZZ( >anx0 Fpk = ii(k)anxo kpk

(618) n=0 k=0 k::cn:k
=SS () mrtt = Yt
= n=k k=0
co konczy dowdd. (Il

Wzér (6.16) przedstawia funkcje f w postaci rozwiniecia w szereg potegowy wokol
punktu xg. Zauwazmy, ze inng postacia tego samego wzoru jest

t):Zak(xo) (t —z0)", |t — zo| <7 — |zo].



Do szeregéw potegowych powrdcimy, gdy mowa bedzie o rézniczkowaniu i zbieznosci
szeregéw funkcyjnych.

Zadania

1. Sprawdz, ze dla |z] < 1

lim (1+2)(14+22)1+zY...1+22") = !

n—00 1—a
2. Funkcje (1 — x)~! rozwin w szereg potegowy w punktach a = 1/21i b= 2.
3. Przedstaw funkcje f(z) = e, g(z) = €2* i h(z) = % dlax#0ih(0)=1w
postaci szeregdéw potegowych.
4. Przedstaw w postaci szeregu potegowego funkcje z +— =L z)2 iz — (117%“”)2 dla
|z| < 1.

5. Znajdz promien zbieznosci szeregdéw potegowych:

- n+1 n n n . " o n'’ n - 4 n
> (-1 210 Do 2t 2 logtnat
n=0 n=1 n=0 n=0

6. Wiadomo, ze szereg potegowy >~ a,z" ma promien zbieznosci r. Wykaz, ze
promien zbiezno$ci kazdego z szeregow

o0 oo o0 a oo

E napx”, E (n? + aya™, E n 3x", g nta,z"

n=0 n=0 n=0 n+ n=0

takze wynosi r. Przy zalozeniu 0 < r < oo okresl promien zbieznosci szeregow
oo o0 o0 oo
2n n 2—n n n n a”ﬂ n
anpx™, anx”, n"a,z", a?

n=0 n=0 n=0 n= O

7. Wiadomo, ze szereg potegowy Zf;o a,x™ ma promien zbieznosci 0 < r < oo.
Wykaz, ze promien zbieznosci szeregu Y o a,z*" wynosi r'/4.

8. Wyrazy ciagu {a,} spehiaja oszacowanie |a,| < Cn*. Pokaz, ze dla kazdego
|z| < 1 szereg Y .~ anz™ jest bezwzglednie zbiezny.

9. Oblicz promien zbieznosci szeregéw

— n?, nl - n,.n — n,.n? — 4man - ex”
nz::OQ x, nz::on T, nz::OQ T, HEZ:O (27?) ’ nzz:o(lel/n)nQ»
i(Q + (—1)”)”%2, i(l +1/n)D" g i(l +1/n)"z"

n=0 n=0 n=0

10. Oblicz promien zbieznoci szeregu potegowego > - 0 ( )x dla o > 0.

11. Funkcja f zadana jest szeregiem potegowym f(z) =Y. " a,z", gdzie a, > 0, o
promieniu zbieznosci r = 1. Wiadomo, ze f jest ograniczona na [0,1). Pokaz, ze
> o an < 00, a nastepnie, nie korzystajac z twierdzenia Abela, ze

lim f(x Z G-

r—1



12.

13.

14.
15.

Oblicz promien zbieznosci szeregéw

oo

n=1 n=0

Dany szereg potegowy jest zbiezny dla pewnego xo. Pokaz, ze jest on zbiezny

bezwzglednie dla kazdego |z| < |zg].

Oblicz sumy szeregdw > oo n?z™ iy o (n+1)(n+2)2" dla |z| < 1.

Z Siin 2" Zlog (1 + %) ",

Wiadomo, ze Y 07 > |anm| < oo. Pokaz, ze

oo 0o N N
E E Apm = lim E E Arm -
nm N—)oo nm

n=0m=0

n=0m=0

oo

cosn
E i 1,271'
n

n=1



