7. Ré6zniczkowanie

Niech bedzie dana funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu punktu zy € R. Moéwimy, ze f jest
rézniczkowalna w xo (ma w xg pochodna), jesli iloraz réznicowy

f@) = f(zo)

r — X

xr —

ma w punkcie zg granice. Oznaczamy ja przez f'(zg) i nazywamy pochodng funkcji f w punkcie
xg. Zatem z definicji
T— T T — Xg
Réwnowaznie, oznaczajac h = x — xp, mamy
f(zo + h) — f(20)
h

/ .
zp) = lim
f ( 0) h—0

Czasem tez oznacza si¢ pochodna inaczej:

f'(o) = dj;(;)

Pierwsze oznaczenie pochodzi od Lagrange’a, a drugie od Leibniza.
Wiemy juz, ze

=T

d . a® —a"
—a” = lim —— =a*°loga
dx T=x0 T—xo T — X
dlaa> 01z € R oraz
d % — x¢ _
—z® = lim =—% = axg !
dxr r=z9 T—TO X — X

dla zg > 01 a € R. Zatem zaréwno funkcja wykladnicza o dowolnej podstawie, jak i funkcja
potegowa, sa rézniczkowalne w kazdym punkcie swojej dziedziny. W szczegdélnosci

() =", (@) =1

dla kazdego x € R. Latwo réwniez zauwazyé, ze funkcja stala jest wszedzie rézniczkowalna, a jej
pochodna jest zawsze réwna 0.

7.1. Przyktad. Obliczmy pochodna funkcji logarytmicznej w punkcie zo > 0. Mamy
log(zo + h) —logzg  log(1l+ %) 1

h h/xo i) ’
Jako ze
lim 280 +2)
z—0 z
widzimy, ze
1
log)’ = —.
(1og) (a0) = -

7Z definicji pochodnej natychmiast wynika, ze
7.2. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie xo € (a,b), wtedy i tylko wtedy gdy
f(x) = f(zo) = o(@)(z —m0), € (a)b),
gdzie ¢ : (a,b) — R jest pewnq funkcjq ciggle w xqg. Jesli tak jest, to f'(xo) = o(x0).

Te réwnowaznos¢ mozna ujaé subtelnie;j.
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7.3. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w xo, wtedy i tylko wtedy gdy istniejq liczba m i
funkcja w okreslona w otoczeniu 0, takie Ze

(7.4) flxo+h) = f(zo) + m-h+w(h),
gdzie limy,_.q # = 0. Jesli tak jest, to
m = f'(zo).
Dowdéd. Warunek (7.3) mozna zapisaé jako
P+ ) — F(zo) = p(x + Wb = p(zo)h + (p(x + h) — p(w0)) b
dla dostatecznie matych h i potozyé m = ¢(xg), w(h) = (¢(x + h) — @(x0)) h. Teraz juz widaé, ze
teza wynika z (7.3). O

Zauwazmy, ze warunek (7.4) mozna wyrazié¢ tak:

f(x) = 9(z) + w(z —z0),
gdzie g(x) = m(x —x0) + f(zo) jest funkcja liniowa. Zatem (7.4) méwi, ze f posiada aproksymacje
lintowq, gdyz réznica

f(@) = g(x) = w(z —x0)
dazy do 0 szybciej niz czynnik liniowy, gdy = — x¢.

Bedziemy méwili, ze prosta ukosna
y =m(x — o) + f(20)
jest styczna do wykresu funkcji f okreslonej w otoczeniu punktu xq, jesli odleglosé punktu P, =

(z, f(z)) lezacego na wykresie funkcji od prostej jest mata w poréwnaniu z jego odlegloscia od
punktu P, = (xo, f(20)), gdy = dazy do xq, czyli jesli

PP,

.’/CPQf(J

lim

r—x0

:0,

gdzie P, jest rzutem prostopadlym P, na prosta. Mamy

|f(z) = f(x0) — m(z — x0)
V1+m?2

PyPpy = /(2 — 20)? + (f(x) — f(0))%.
Zatem prosta y = m(x — xg) + f(xo) jest styczna do wykresu funkcji f, wtedy i tylko wtedy gdy

(7.5) fim &) = f@wo) —mlz—20)l _,

T—xo \/(x 4’I0)2 +*(f($)“'f(x0))2

7.6. Prostay = m(x—xzq)+ f(x0) jest styczna do wykresu funkcji f okreslonej w otoczeniu punktu
xo wtedy 1 tylko wtedy, gdy f jest rézniczkowalna w xo i f'(xo) = m.

PP, =

oraz

Dowdéd. Drzielac licznik i mianownik w (7.5) przez x — xo, widzimy, ze stycznos$é jest réwnowazna
warunkowi
|f(l’)*f($0) —m|
(7.7) lim s =0
T \/1+ (f(:v)ff(mo))2

r—xo
Przypus$émy, ze dla pewnego ciagu x, — xg

(fa =Sy

In — X0



Wtedy
|f(mn)*f(wo) —m| 11— f(zn)njf(ﬂvo) |

Tn—%0 Ty —z(

2 1
zn)—f(z —— +1
\/1 + (f( Tn)—f;é 0)) \/(.f’(mm—f(mo))z
Em—r

wiec nie ma mowy o stycznosci. Widaé stad, ze warunkiem réwnowaznym (7.64) jest

f@) = f(wo)

T — X9

—1

b

lim

T—x

- m‘ =0,
a to jest nasza teza. O

7.8. Jezeli funkcja f okreslona w otoczeniu punktu xq jest rozniczkowalna w xq, to jest tez ciggla
w tym punkcie.

Dowdd. Dowéd wynika natychmiast z istnienia aproksymacji liniowej (7.4). O

7.9. Przyklad. Niech f(z) = |z| i niech zy = 0. Iloraz réznicowy
f(@) = f(wo) |fi|

T — g x

nie ma granicy, gdy * — 0, wiec f nie jest rézniczkowalna w tym punkcie. Wykres tej funkcji ma
w punkcie (0,0) ,ostrze” i nie ma stycznej.

Moéwimy, ze funkcja f : (a,b) — R ma w punkcie ¢ € (a,b) maksimum lokalne, jesli istnieje
h > 0, takie ze (zog — h,x0 + h) C (a,b) i

fx) < f(zo), x € (xg — h,xo + h).

Czytelnik tatwo domy$li sie, jak definiujemy $ciste maksimum lokalne, oraz minimum i $ciste mi-
nimum lokalne. Maksimum i minimum lokalne nalezy odréznia¢ od najwiekszej i najmniejszej
wartosci funkcji na jej calej dziedzinie.

7.10. Niech bedzie dana funkcja f okreslona w otoczeniu xqg i rézniczkowalna w tym punkcie. Jesli
f ma ekstremum lokalne w xg, to f'(x¢) = 0.

Dowdéd. Przypu$émy, ze f ma w xg maksimum lokalne. Wtedy dla dostatecznie matych h #£ 0
f(xo —h) < f(zo),
skad wida¢, ze lewostronne ilorazy réznicowe beda nieujemne, a prawostronne niedodatnie. Zatem

f(zo +h) = f(xo)

! =1 =0.
fi(zo) = lim N
W przypadku minimum lokalnego rozumujemy analogicznie. (I

7.11 (Arytmetyka pochodnych). Niech f,g beda funkcjami okreslonymi w otoczeniu punktu
xg. Jezeli obie sq roiniczkowalne w xo , to takie funkcje f 4+ g @ f - g sq¢ réiniczkowalne w tym
punkcie i

(f +9)(x0) = f'(x0) + ¢’ (x0), (f - 9)(w0) = f'(w0)g(wo) + f(z0)g (x0)-

Jezeli ponadto g(xg) # 0, to funkcja f/g, ktora jest dobrze okreslona w pewnym (byé moze mniej-
szym) otoczeniu g, jest rézniczkowalna w xg 1

<f)/(x0) _ f'(@o)g(@o) — f(20)g' (w0)

E g(wo)? .




Dowdéd. Mamy
(f+9)xo+h) = (f+9)(xo) _ flwoth) = flzo)  glzo+h)—g(zo)

h h h ’
skad po przejsciu do granicy otrzymujemy pierwsza czesé tezy. Mamy tez

DR RGO (CRIDRS CO RS
g(xo + h) — g(zo)

+ f(@o) - h g

co pociaga druga czes$¢ tezy, czyli wzor Leibniza.
Trzecia czes¢ dotyczaca ilorazu udowodnimy korzystajac z drugiej. Mamy

B e G
wiec wystarczy pokazac, ze <1>/(m0) N o

g

a to wynika natychmiast z tozsamosci
1/1 1 1 g(xo) — g(xo+h)
—| =(xo+h)—=(x0) ) =~ - ,
h (g( ol 0)) h glwo + h)g(wo)

ciaglosci g w ¢ 1 przejscia granicznego. O

7.12. Przyktad. Niech
f(z) = Z anz”
n=0

bedzie wielomianem. Z powyzszych twierdzen tatwo wynika, ze
fl(x) = Z nap,z" L.
n=1

7.13. Przyklad. Rozwazmy funkcje zadana szeregiem potegowym
flx) = Za”x", x € (—r,1),
n=0

gdzie r > 0 jest promieniem zbieznosci tego szeregu. Jak pamietamy, dla kazdego ustalonego
x € (=rr)i|h] <r—|z,

oo

fl@+h) = f(@) =) an(x)h",
n=1

gdzie

an(z) = i (2) apztm,

k=n

Zatem

flx+h)— f(z > e

i w konsekwencji

f’(x) _ ;{li%w = al(x),



czyli
o
() = Z na,z" L.
n=1

Okazuje sie zatem, ze funkcja zadana szeregiem potegowym jest rézniczkowalna w kazdym punkcie
otwartego przedzialu zbieznosci, a jej pochodna wyraza sie takze szeregiem potegowym, ktéry,
jak tatwo spostrzec, ma ten sam promien zbieznosci . Ponadto jest on zbudowany z pochodnych
wyrazow szeregu. Warto zapamietacé regule, ze szereg potegowy rézniczkujemy wyraz po wyrazie.

O rézniczkowalnoéci funkeji f w punkcie g mozna méwié tylko wtedy, gdy jest ona okreslona w
pewnym otoczeniu (czyli przedziale otwartym) zawierajacym ten punkt. Dlatego sformulowanie f
jest rozniczkowalna w xg bedzie odtad oznaczaé, ze f jest okreslona w otoczeniu xg i rézniczkowalna
W Zg.

7.14. Twierdzenie. Niech g bedzie funkcjg rézniczkowalng w xg, a f rézniczkowalng wyo = g(xo)-
Wtedy funkcja F = f o g jest rézniczkowalna w xo 1 F'(x0) = f'(y0)g' (x0). Innymi stowy,

(f 09)'(w0) = f'(9(z0))g' (w0).
Dowéd. Na mocy' (7.3) istnieje funkcja ¢ ciggla w x¢ i funkcja ¢ ciagla w 1o, taka ze
9(x) —g(xo) = ¢(z)(z —x0),  f(y) — f(yo) =¥ (¥)(y — vo),

a ponadto

o(xo) = g'(w0),  ¥(y)) = f'(yo),
wobec czego

F(z) = F(xo) = f(9(x)) — f(g(x0)) =
= ¥(9(2))(9(x) — g(x0)) = (¥ © g)()p(x)(z — x0),

gdzie funkcja x(z) = (p o g)(x)p(x) jest clagla w xg. Zatem znowu na mocy (7.3), f o g jest
rozniczkowalna w xq, a jej pochodna jest rowna

(f ©9)'(w0) = x(w0) = ¥(g(w0))p(x0) = f'(g(x0))g'(z0).

7.15. Przyktad. Niech F(z) = 2® dla z > 0. Mamy
Pla) = 157 = f(g(a))
gdzie g(z) = zlogx i f(y) = e¥. Stad
(2%) = f'(zlogx)(xlogz) = e*°8%(logx + 1) = 2%(log z + 1).

7.16. Twierdzenie. Niech funkcja f : (a,b) — (c¢,d) bedzie wzajemnie jednoznaczna i ma w
punkcie g € (a,b) niezerowg pochodng, a funkcja odwrotna g : (¢,d) — (a,b) niech bedzie ciggla
w yo = f(xg). Wtedy g jest rézniczkowalna w yo i ¢'(yo) = 1/f (x0). Innymi stowy,

—1y/ _ 1
(F7Y (F(o)) = T

1 —1y/ _
f/(x0)7 lub  (f77)(v0) =

INa ten prosty dowdd zwrécil mojg uwage pan Remigiusz Suwalski.



Dowdéd. Mamy

lim 9(y) —9(y) — lim 9() — 9(yo)
Y=Y Y —Yo v=uo f(g(y)) — f(9(yo))
= lim T~ Zo - 1

a—zo f(x) — f(zo)  ['(20)’

co dowodzi naszej tezy, pod warunkiem, ze y — yg pociaga x — x¢. To jednak wynika z zalozonej
ciaglosci g w tym punkcie. (I

Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w kazdym punkcie = € (a,b), to méwimy, ze
jest rdzniczkowalna w przedziale (a,b). W ten sposéb pojawia sie¢ nowa funkcja
(a,0) 50 f'(x) € R,
zwana funkcjg pochodng.

7.17. Twierdzenie. Funkcja pochodna na odcinku otwartym I ma wlasno$é Darboux.

Dowdéd. Niech
flla) <A< f'(b)

dla pewnych a < b z odcinka I. Nalezy pokazaé, ze istnieje punkt a < ¢ < b, taki ze f'(c) = A.

Przypus$émy na razie, ze A = 0. Skoro f'(a) < 01 f'(b) > 0, to dla pewnych a < a3 < by <b
jest

flar) < fla),  f(b1) < f(b),

a wiec w zadnym z punktéw a, b funkcja ciagla f nie przyjmuje swojej najmniejszej wartosci na
odcinku [a, b]. Istnieje wiec ¢ € (a,b), w ktérym ta najmniejsza warto$¢ jest przyjeta i tam tez
f'(c) = 0.

Jesli teraz A jest dowolne, stosujemy powyzsze rozumowanie do funkcji

9(x) = f(z) — Az,
ktora spelnia
g'(a) <0< g'(b).
Mamy wiec g’(c) = 0 dla pewnego a < ¢ < b, a stad f'(c) = A. O

7.18. Twierdzenie (Rolle). Niech f : [a,b] — R, gdzie a < b, bedzie funkcjq cigglq i rézniczko-
walng w (a,b). Jezeli ponadto f(a) = f(b), to istnieje ¢ € (a,b), takie ze f'(c) = 0.

Dowdd. Funkcja f jako ciggla na przedziale domknietym przyjmuje najwigcksza i najwicksza war-
tosé. Jesli obie sa przyjete na koncach przedziatu, to wobec f(a) = f(b) funkcja jest stala i nasza
teza jest oczywista. W przeciwnym wypadku f ma ekstremum lokalne (i globalne) w ¢ € (a,b) i w
tym punkcie musi byé f'(¢) = 0.

7.19. Twierdzenie (Lagrange). Niech f : [a,b] — R, gdzie a < b, bedzie funkcjq cigglg i
rézniczkowalng w (a,b). Wtedy istnieje ¢ € (a,b), takie ze

Dowdéd. Niech ;
o) = 1Oyt p@), wefon

Jak latwo zauwazy¢, funkcja F' = f — g spelnia zalozenia twierdzenia Rolle’a, wiec F'(c) = 0 dla
pewnego ¢ € (a,b), a stad



7 twierdzenia Lagrange’a tatwo otrzymaé nastepujace trzy wnioski.

7.20. Whniosek. Jesli f : (a,b) — R jest rézniczkowalna @ f'(z) = 0 dla © € (a,b), to f jest
funkcjq stalq.

7.21. Wniosek. Funkcja f rézniczkowalna w przedziale (a,b) jest rosngca (malejgca) wtedy i tylko
wtedy, gdy jej pochodna w tym przedziale jest nieujemna (niedodatnia,).

7.22. Whniosek. Jezeli funkcja f okreslona w przedziale (a,b) ma dodatnig (ujemng) pochodng w
tym przedziale, to jest $cisle rosngca (malejgca).
Méwimy, ze funkcja g : (a,b) — R zmienia znak z ujemnego na dodatni w punkcie ¢ € (a,b),
jesli istnieje h > 0, takie ze (¢ — h,c+ h) C (a,b) oraz
<0, c—h<z<eg,
glx) =0, z=c
>0, c<z<z+h.

Analogicznie definiujemy zmiane znaku z dodatniego na ujemny.
A oto kolejny wniosek z twierdzenia Lagrange’a.

7.23. Wniosek. Niech f bedzie rézniczkowalna w (a,b). Jesli pochodna f' zmienia w punkcie xg
znak z ujemnego na dodatni (z dodatniego na ujemny), to f ma w xg Scisle minimum (maksimum)
lokalne.

Dowdd. Przypusémy, ze pochodna zmienia znak w zg z ujemnego na dodatni. Wtedy dla = dosta-
tecznie bliskich xq

f(@) = f(@o) = f'(c(@))(x — 20) >0,
gdzie ¢(z) lezy w odcinku otwartym (min{x, Zo}, max{z, x0}>, wiec zg jest punktem Scistego mi-

nimum. Podobnie rozumujemy w przypadku, gdy pochodna zmienia znak z dodatniego na ujem-
ny. ([

Niech bedzie dana funkcja f : (a,b) — R. Funkcje rézniczkowalna F' : (a,b) — R, taka ze
F'(z) = f(z) dla z € (a,b) nazywamy funkcjq pierwotng funkceji f. Oczywiscie, jesli F jest pier-
wotng f, to i F.(x) = F(z) + ¢ jest pierwotna f, wiec funkcja pierwotna (o ile istnieje) nie jest
wyznaczona jednoznacznie. Tym niemniej, dwie rézne funkcje pierwotne na odcinku mogg, sie r6znié
tylko o stala. Rzeczywiscie, jesli

Fi(z) = f(z) = F3(z), € (a,D),
to (Fy — Fy)'(z) = F{(z) — Fj(z) = 0, wiec na mocy Wniosku 7.20, funkcja F} — F; jest stala.

7.24. Lemat. Funkcja f zadana szeregiem potegowym

flx)= ianm", x € (—r,1),
n=0

gdzie 7 > 0 jest promieniem zbieznosci tego szerequ, ma zawsze funkcje pierwotng. Wyraza sie ona
szeregiem potegowym
(oo}
Flz) = Z an 2Tl

n+1

n=0

o tym samym promieniu zbieinosci.

Dowdd. Najpierw sprawdzamy, ze promien zbieznosci nowego szeregu jest takze réwny r, a potem
rézniczkujac wyraz po wyrazie przekonujemy sie, ze F' = f. (]



Nie kazda jednak funkcja ma pierwotna. Wystarczy przypomnieé¢ sobie, ze funkcja pochodna
ma zawsze wlasnosé Darboux (por. Twierdzenie 7.17). Zatem funkcja nie majaca tej wlasnosci, a
w szczegoOlnosci funkcja majaca nieciagtosci pierwszego rodzaju, nie moze mie¢ pierwotnej. P6zniej
zobaczymy jednak, ze kazda funkcja ciggla ma pierwotna.

7.25. Przyklad. Korzystajac z lematu rozwiniemy funkcje logarytmiczng w szereg potegowy.
Niech

g(x) =log(1 + x), |z < 1.
Funkcja pochodna rozwija si¢ w szereg geometryczny

= Z(,
n=0

g'(z) =

o promieniu zbieznosci r = 1, wiec

ke

oo

7'L n xln/
D e

n=1

dla |z| < 1, bo ¢g(0) = 0.

7.26. Przykltad. Pamietamy, ze

1 1 1
T <log (14 -] <—.
+3 n n

Postaramy sig¢ teraz wzmocni¢ te oszacowania, zmniejszajac nieco prawa strone, a zwigkszajac lewa.
Dla 0 < z < 1 mamy

n

= (—1)nt g >z
log(1 = —_ log(1 — —
wiec
0 2k+1 9.3
log = 1> 2 —
; T+ 3
oraz
1 + x O 2k+1
log
Z 1
2 5 22°
<2 Zal k=2 —_—.
v SR
k=0
Podstawiajac = = ﬁ, otrzymujemy
1 1 1 1 1
7.27 1+ <log|l+—|< 1+ .
(7.27) n+;( 12(n+§)2> g( n) n+;( 12n(n+1))

W tym miejscu pozwolimy sobie na dygresje i pokazemy, jak mozna wykorzystaé tak subtelne
nieréwnosci.

7.28. Twierdzenie (wzér Stirlinga). Istnieje stala A > 0, taka Ze dla kazdego n € N

1,m
n.e 1/12n
A< W < Ae .



nle”
Dowdd. Niech s, = —5. Mamy

=(n+1/2)log(1+1/n)—1>0,

wiec ciag {sn} jest Scisle malejacy. Jako ciag liczb dodatnich ma granice A > 0. Te sama granice
ma ciag t, = sne_ﬁ, ktory z kolei jest Scisle rosnacy, bo

tn 1 1 1
1 = 1/2)log(1+1 —14+ = - — 0
o8 7%= = (n-4 1/2)og(1 4 1/n) 14 5 (g - ) <o

co pokazuje, ze dla kazdego n € N

1
spe 2n < A< s,.

Stala A w rzeczywistosci jest rowna A = /27, ale to ustalimy dopiero w rozdziale 9.
Powracamy do gtéwnego toku wyktadu. Twierdzenie Lagrange’a pozwala na nastepujace wazne

uogolnienie.

7.29. Twierdzenie (Cauchy). Niech f,g : [a,b] — R, gdzie a < b, bedq funkcjami cigglymi i
rézniczkowalnymi w (a,b). Niech ponadto ¢'(x) #0, a < x < b. Wtedy istnieje c € (a,b), takie Ze

f'le) _ fb) = fla)
g'(c) g)—gla)

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze ¢’ > 0 na [a, b]. Niech g(a) = «, g(b) = 5. Wtedy
f)—fla) _ fog ' (B)—fog '(a)

g9(b) —g(a) B—a ’
wiec na mocy twierdzenia Lagrange’a
f(b) = f(a) 1y f'lg~t ()
= = (fog V() = S5
o0) —g@ 0= )
dla pewnego a < v < 3. Kladac ¢ = g~ !(7), otrzymujemy teze. O

7.30. Uwaga. Czesto wygodnie jest punkt posredni czy to w twierdzeniu Lagrange’a, czy Cau-
chy’ego, zapisywaé w postaci
c=a+0(b-a),
gdzie 6 € (0,1). Zauwazmy tez, ze oba wzory obowiazuja takze dla b < a.
7.31. Przyklad. Niech f(x) = sinz. Stosujac twierdzenie Lagrange’a z a = 0, b = x, otrzymujemy
sinx = x cos Oz, r e R,

dla pewnego 0 < 6 < 1. Natomiast stosujac twierdzenie Cauchy’ego do funkcji f(x) = sinz i

g(x) = 22 na tym samym przedziale, mamy
sinz  cosdx
2 20z’
skad
. xcosvx
sing = —-—

dla pewnego 0 < ¢ < 1.

Jako wniosek z twierdzenia Cauchy’ego mozna otrzymac tak bardzo lubiane reguty de I’Hospitala.
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7.32. Whniosek (Pierwsza regula de I’Hospitala). Niech bedg dane funkcje rézniczkowalne

f,9:(a;b) = R,
gdzie a € R, b € R. Zalézmy, ze ¢'(x) #0 dla a < x < b. Wtedy warunki
. : - f'(@)
pociqgajq @)
x
im —= = (.
w—b— g(x)

Dowdd. Rozszerzamy nasze funkcje w sposéb ciagly na przedzial (a,b], ktadac f(b) = g(b) = 0.
Wéwezas dla dowolnego x € (a,b) na mocy twierdzenia Cauchy’ego istnieje € € (x,b), takie ze

@) _ f@) =) _ £
gx)  glx)—gd) (&)
Gdy = — b—, to takze £ — b—, skad natychmiast wynika teza. O

7.33. Uwaga. Warunek
111})1 fz) = 1iIlrjl g(x) =0
0

nazywa si¢ krétko symbolem § lub nieoznaczonosciq typu

0
o

7.34. Whniosek (Druga reguta de I’Hospitala). Niech bedg dane funkcje rézniczkowalne

f,9:(a,b) = R,
gdzie a € R, b € R. Zaldimy, ze ¢'(x) # 0 dla a < x < b. Wtedy warunki
/
Jim fa) = lim ge) =oo, |l Ejf; 5
pociqgaje
im M = 0.
z—b— g(x)

Dowdd. Mozemy przyjaé, ze g'(x) > 0, a wiec, ze g jest Sci$le rosnaca. Niech x,, - bia <z, <
ZTpt1 < b. Na mocy twierdzenia Cauchy’ego dla kazdego n € IN istnieje x,, < &, < x,41, takie ze

f(xn-i-l) - f(xn) _ f/(fn) ~ 3
9(@n+1) —glzn)  g'(6n) ’

lim f(@n)

skad na mocy twierdzenia Stolza

n—oo g(Tn) s
co wobec dowolnosci ciaggu x,, — b— oznacza, ze
im —f(x) =p.
z—b- g(x)

7.35. Uwaga. Warunek
HI? flx) = liril g(z) = o0

nazywa si¢ krotko symbolem 22 lub nieoznaczonosciq typu 2.

7.36. Uwaga. Czytelnik nie powinien mie¢ watpliwosci, ze analogiczne reguly dotycza tez granic
prawostronnych w punkcie a przy odpowiednio zmodyfikowanych zalozeniach. Reguty de ’'Hospitala
pozostaja w mocy takze, gdy b = 0o (@ = —o0) lub § = 00, co pozostawiamy do sprawdzenia
dociekliwemu Czytelnikowi.
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7.37. Przyklad. Rozwazmy granice

sinz

-1 sinx —x
lim %*—— = lim ——.
x—0 x x—0 x

Jest to granica typu %, gdzie obie funkcje
f(z) =sinz — 2z, g(x)=2a%
sa rézniczkowalne na R\ {0}. Badamy granice ilorazu pochodnych

/ r—1 1
I lim o2 —(cosz)
z—0 gl(l') z—0 2x 2 =0

i, stosujac pierwsza regule de I’Hospitala, wnosimy, ze

. sinx —x
e
7.38. Przykltad. Mamy takze
(log x)’ x~! ¢
(z0)  azol  a -0, T = 00,

dla kazdego a > 0, skad na mocy drugiej reguty de I’'Hospitala
. logx
lim

rz—oo ¢
7.39. Przyklad. Niech f(z) = 2?sin1/x i g(x) = log(1 + z). Wtedy
flx) . x?sinl/z

li - -

=0, a > 0.

)

natomiast

=2z(1+a)sinl/z — (14 z)cosl/x

nie ma granicy, gdy * — 0. Tak wigc nieistnienie granicy ilorazu pochodnych nie swiadczy o
nieistnieniu granicy ilorazu funkcji.

Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Moze sie okazaé, ze funkcja pochodna f’
jest rézniczkowalna w jakim$ punkcie zg € (a,b). Méwimy wtedy, ze funkcja f jest dwukrotnie
rézniczkowalna w xg, a pochodna (f') (x¢) nazywamy drugg pochodng f w xo i oznaczamy przez
f"(xo). Piszemy takze

d2
£ (@0) = S (@),

T dz?

7.40. Niech bedzie dana funkcja f okreslona w otoczeniu punktu xg i dwukrotnie rézniczkowalna
w tym punkcie. Wtedy istnieje funkcja € okreslona w otoczeniu 0, taka zZe

(7.41) Flao+h) = F(zo) + f@o)h+ 5 (o) b2 + ),

gdzie




12

Dowdéd. Mamy
Q(h) _ flzo+h) = f(xo) = f'(zo)h — 3 f" (wo)h?

n h? ’
skad na mocy twierdzenia Cauchy’ego

. Qh) . f'(wo+0h) — f'(x0)
Jimy =57 = 20h

— 5" @) =0,
(]

7.42. Niech bedzie dana funkcja f okreslona w otoczeniu punktu xg i dwukrotnie rézniczkowalna
w tym punkcie. Jesli istniejq liczby a, b, ¢, takie Ze

f(xo +h) = a+bh+ ch® + Q(h),
gdzie limy, g L}Eg) =0, to

a=fw),  b=flw),  e= g f" ).

Dowdéd. Przechodzac z h do granicy w zerze, widzimy, ze a = f(z). Podstawiajac te warto$é¢ do
wzoru i dzielac przez h, dostajemy
f(zo+h) — flxo) —btcht Q(h)’
h h
skad po przejsciu z h do zera mamy b = f'(xq). Aby obliczyé ¢, napiszmy
~ flzo+h)— f(zo) = f'(xzo)h  Q(R)
- n? T

Stad na mocy twierdzenia Cauchy’ego

f(xzo +h) — f(zo) — f'(w0)h

¢ = lim

h—0 h?
o @0+ 0R) = f(wo0) 1,
= pim 200 =3/ (@o).

7.43. Przykltad. Niech

f(z) = (sinz + )? = sin® z + 2z sinz + 22

Jako ze (@)
. - . r3\T)
sinx = x + r3(z), ili% 2 =0,
many
R
f(x) = 4a® + 4ar3(z) = 422 + R3(z), lin%) 3(233) =0.
€Tr— €T

Dlatego

f(0)y=0, f'(0)=0, f"(0)=38.

7.44. Przyklad. Okazuje sig, ze istnieja jednak funkcje rézniczkowalne spelniajace warunek
(7.42), lecz nie majace w xg drugiej pochodnej. Przykladem takiej funkcji jest

o) = 23 cos w—lz, x #0,
0, x=0.
st 3
Rzeczywiscie, |¢(x)| < |z|* oraz

) = 3:czcosz%+2sin#, x #0,
0, =0,
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ale iloraz réznicowy

¢'(x) = ¢'(0) 1 1

:3@(303—2 + Sin—2
T T T

nie ma granicy przy z — 0.

7.45. Wniosek. Jezeli f jest funkcjg okreslong w otoczeniu punktu a i dwukrotnie rézniczkowalng
w a, to warunki

f@)=0,  f'(a) #0
pociggajq istnienie w a Scislego ekstremum lokalnego. Jesli f'(a) > 0, jest to minimum. Jesli za$
f'(a) < 0 — maksimum.

Dowdd. Rzeczywiscie, na mocy (7.40)

flat )= @) = (5@ + 530 )2

2 h?
dla malych h, gdzie znak wyrazenia po prawej zalezy tylko od f”(a), gdyz
Q}Eg ) — 0, h — 0.

O

Pochodne wyzszych rzedéw definiujemy indukcyjnie. Aby mozna bylo méwié o pochodnej rzedu
n + 1 w punkcie zg, funkcja f musi byé n-krotnie rézniczkowalna w pewnym otoczeniu xq. Jesli
funkcja pochodna rzedu n, ktéra oznaczamy przez f(™), jest rézniczkowalna w zg, to jej pochodna
nazywamy pochodng rzedu n + 1 funkcji f w xg. Zatem

Frt D (@) = (F™) (o).
Pochodng rzedu n nazywamy tez krotko n-ta pochodna. Piszemy takze

7O o) = ()|

r=x0"

7.46. Przykltad. Niech
f(z) = Z anz", lz| <,
n=0

gdzie r > 0 jest promieniem zbieznosci szeregu. Wiemy, ze szereg potegowy jest rézniczkowalny
w otwartym przedziale zbieznosci i jego pochodna wyraza si¢ szeregiem potegowym o tym samym
promieniu zbiezno$ci. Stad natychmiast wynika, ze funkcja f ma pochodne wszystkich rzedow.
Wiemy tez, ze dla kazdego a € (—r, 1)

fla+h) =S an@h®,  [hl <7l
n=0

gdzie
_ S k k—n __ f(n)(a)
ap(a) = kz:; (n) aph® " = T
Zatem "
o f n a .
f(a—|—h):z:0 n!( )h , |h] <7 —lal.
Co wigcej, dla kazdego N € N mamy
/()

flath)=)"

n=0

" h" +TN+1(h>7
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gdzie

- f(n) (a’) n N+1
v (B) =] Y T P < COnnfpTT (Rl <r/2.
n=N+1
Czytelnik powinien skojarzy¢ ten przyklad z poznanymi juz wezesniej rozwinigciami funkeji wy-
ktadniczej.

Przechodzimy do twierdzenia Taylora.

7.47. Twierdzenie (Wzér Taylora). Niech f bedzie funkcjg n-krotnie rézniczkowalng w pewnym
otoczeniu a € R. Wtedy dla dostatecznie malych h

~ f®(a)

fla+h)=Y" A h* + g (h),
k=0 ’
gdzie
. rn+1(h) _
(7.48) }1113% g = 0.

Dowdd. Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne. Warunek poczatkowy dla n = 0 to po prostu
definicja pochodne;j.
Zauwazmy nastepnie, ze
n=l ey (k)
() = 1@ 3 T @

k=0
Zatem pochodna r;, | | jest reszta stopnia n funkcji pochodnej f’. Jesli zatem zalozymy indukeyjnie,
ze wzor (7.48) jest spelniony dla pewnego n — 1 > 1 w przypadku funkcji pochodnej, to stosujac
pierwsza regulte de I’Hospitala, otrzymamy

. Tn-‘rl(fa h) _ . Tn(f/7h) _
e T L T

a o to wlasnie nam chodzilo. O

1
n

Reszte 1, we wzorze Taylora mozna zapisa¢ precyzyjniej.
7.49. Wniosek. Przy zalozeniach twierdzenia Taylora

£ (a + 0h)

o h".

rn(h) =
dla pewnego 6 € (0,1).
Dowdéd. Przypomnijmy, ze

n—1
f(k) (a) hk
k! '

mn(h) = ra(f,h) = fla+h) —
k=0
Znowu zastosujemy indukcje. Warunek poczatkowy
ri(h) = fla+h) — f(a) = f'(a+0h)h

to po prostu twierdzenie Lagrange’a.

Zalozmy nastepnie podobnie jak w dowodzie twierdzenia Taylora, ze wzor na reszte obowiazuje
w przypadku reszty r,—1(f’, h). Wtedy na mocy twierdzenia Cauchy’ego

ra(h) _ rp(0R) [T (a+6:160n) [T (a+65h)
v n(Oh)n1 n! B n! ’

skad natychmiast wynika zadana rownosé. O
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7.50. Wniosek. Przy zalozeniach twierdzenia Taylora

(n)
o Ta(h) _ f(a)
h—0 h" n!

7.51. Uwaga. Przypusémy, ze funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna w otoczniu punktu a o
promieniu & > 0. Wzo6r Taylora mozna zapisaé wtedy w nieco innej postaci. Mianowicie, dla
z € (a—0d,a+90)

n—1
f®)(q
1@ =3 6 a4 o),
k=0
gdzie oczywiscie Ry, (a,z) = rp(a,z —a) i
lim (@2) _

T—a (:U — a)"
7.52. Wniosek. Przy zalozeniach twierdzenia Taylora
(=)@t oh)
(n—1)! '

rn(h) =

dla pewnego ¥ € (0,1) i n > 1. Innymi stowy,

(1 =9t (a + I (z — a))

R, (a,z) = =1 (x —a)".

Dowdd. Dla z,y lezacych dostatecznie blisko a zdefiniujmy pomocnicza funkcje

=l ey
o) = )~ 3 T )

gdzie z traktujemy jako ustalony parametr. Zauwazmy, ze

(7.53) g(a) = Rp(a,x),  g(x)=0.
Mamy
n—l (k+1) (k)
/0= ~r'0) = 3 (e~ ~ =t —w)
f(n) (y) n—1
_(nfl)‘(x_y) )

wiec, uwzgledniajac (7.53), na mocy twierdzenia Lagrange’a wnosimy, ze istnieje 0 < 6 < 1, taka
ze
R(a,2) = g(a) — g(z) = ¢'(x + 0(a — 2))(a — z)

_ (1 B 19)n—1f(n)(a + 0($ B a) n
N (n—1)! (@=a)",

gdzie dokonalidémy podstawienia § = 1 — . Oczywiscie 0 < ¢ < 1. |

Przy ustalonym a wielomian
n
- f(k)(a) k
on(h) = kz Th )
=0

nazywamy wielomianem Taylora, a reszte 1,41 (h) — resztq Peano rozwinigcia funkcji f. Jak widzie-
lismy, reszta r, moze byé zapisana za pomoca n-tej pochodnej f w postaci Lagrange’a (Wniosek
7.49) lub postaci Cauchy’ego (Wniosek 7.52).
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Czasem mozna otrzymaé rozwiniecie funkcji w sume czedciowa szeregu potegowego, nie wie-
dzac doktadnie, jak wygladaja jej pochodne. Kolejne twierdzenie umozliwia sprawdzenie, czy dane
rozwiniecie jest rzeczywiscie rozwinieciem Taylora.

7.54. Twierdzenie. Niech f bedzie funkcjg n-krotnie rézniczkowalng w przedziale otwartym 1.
Jesli dla pewnego xg € I i dostatecznie matych h

Flwo+h) =Y cxh® + puya(h),

k=0
gdzie
lim 221 _
h—0 h™ ’
to *)
cp = fT(;EO), 0<k<n

Zatem pp+1(h) = rp1(h) jest resztq Peano.

Dowdéd. Twierdzenie to udowodniliSmy juz w przypadku 1 < n < 2. Zalozmy wiec jego prawdziwosé
dla pewnego n. Wtedy

n+1 n
Flao+h) =" cxh® + puya(h) = > exh™ + pnya(h),
k=0 k=0

gdzie ppi1(h) = cpi1h™™ + pnyo(h) spelnia warunek rzedu malenia. Zatem na mocy zalozenia
indukcyjnego pp41 = Tn41 jest reszta Peano i mamy
L = fT('O), 0<k<n.

Aby zakonczyé dowdd, wystarczy teraz zauwazycé, ze

_ Tn4l pn+2(h) f(n+1)(x0)
Cnt1 = nt+1i n+1 - )
Bt T et (n+1)!

gdy h — 0.

Rozwiniecie Taylora wokél xg = 0 nazywa sie takze rozwinieciem Maclaurina.

7.55. Przyklad. Rozwinmy funkcje sinus we wzér Maclaurina. Jako ze

d2n

pro Sinx|Z:0 =0,
q2n+t

T Sinx|I:0 =(=1)" cosglc|%:O =(=1)"

dla n € N U {0}, rozwiniecie przyjmuje postaé

n—1 (_1)k
sinz = Z mx%ﬂ + Tont1(),
k=0 ’

gdzie
cos 0, 9,44

Tong1(z) = (—1)nm ;

dla pewnego 6,, € (0,1), a wiec
|2n+1

|z
+1(2)]| € /.
|T2n 1( )| (2n+1)!
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To pokazuje, ze dla kazdego x € R
lim 7’2n+1(1‘) = O7

czyli
0 22k+1
sinx = B LA
S
Przypomnijmy, ze
2kl
sinhx = G AR

Pt (2k + 1)!

Podobienstwo tych rozwinieé¢ ttumaczy czesciowo podobienstwo nazw obu tych na pierwszy rzut
oka bardzo niepodobnych funkcji.

7.56. Przyklad. Niech o € R. Rozwiiimy funkcje f(x) = z* we wzér Taylora wokét punktu
ro = 1. Mamy

k.
%:a(a—l)...(a—k—&—l)m"‘_k.

L)

(14 h)> Z()h’“rrnh) |h| <1,

k=0

Zatem
1 dkze
k! dzk

i wzér Taylora przyjmuje postac

gdzie
ra(h) = n(1 — 0, <0‘) (1 + 9 h)>""h"
n

jest reszta w postaci Cauchy’ego dla odpowiedniego 0 < 1, < 1. Prawa strona wzoru Taylora, jesli
pominaé reszte, przedstawia sume czesciows, szeregu potegowego Taylora

> (i)

ktorego promien zbieznosci jest réwny 1, a wiec zbieznego dla |h| < 1. Udowodnimy, ze w istocie

(14 h)* = i <Z‘>hk, Ih| < 1.

k=0
W tym celu nalezy wykazad, ze dla kazdego ustalonego h € (—1,1)
lim r,(h) =0.

n—00

Jesli0 < h < 1, to

I (R)] < (O‘> ’1 9RO < ‘(a) "
n n
dlan > a. Jedli za§ —1 < h <0, to
ra 00 =01 = 0,41+ | ()
1—d, \" " 1| (@ i«
— a— n g _ — n.
n<1+19nh> (1+9,h) (n) ™ < n(l - |h]) (n) h
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Widzimy wiec, ze dla —1 < h < 1

rn(R)] <n

(&))@ = 1aimr

a poniewaz

n=0

jest szeregiem potegowym o promieniu zbieznosci r = 1, wiec r,(h) — 0.

7.57. Przyklad. Zastosujmy wzoér z poprzedniego przykladu w przypadku o = % Mamy
© /1
V1+h= 2 )k h| <1,
A=y (i

gdzie

gdzie
—1 2k
_1 k 2 — —k
()= (%)
Wobec tego
= 2k
(arcsinz)’ = Z 4=k ( . )z%,
k=0
a stad
e ok $2k+1
o —k
arcsmx—kz_o4 <k>2k+l
dla |z| < 1. W szczegdlnosci pamigtajac, ze sin § = 1, mamy

T i 16-* (2k>
3 = 2k+1\ k)’
I jeszcze jeden przykitad.
7.58. Przyktad. Niech

x=0.

f(z) = {SW’ e

Nie ma watpliwoéci, ze nasza funkcja jest nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalna poza zerem. Aby
zbadaé jej rozniczkowalno$é w punkcie x = 0, sprawdZmy najpierw przez indukcje, ze dla kazdego
n € N U{0} i kazdego = # 0

(759) f(n) (1’) _ pn<$) 6_1/w2
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gdzie p,, jest pewnym wielomianem. Rzeczywiscie, dla n = 0, po(x) = 1. Natomiast

/ 3n 3n—1
il (P ()’ = 3nx pu(x)  pn 2\ _q/p2
e -l

_ pn+1(‘r)e—1/w2
= 3t )

gdzie
Prti(@) = 2%l (2) + (3n2® + 2)pa(@).
Ze wzoru (7.59) i nieréwnosci
e 1/a? < N1g2N
prawdziwej dla kazdego N € N wynika, ze
lim £ (z) =0

x—0

dla kazdego n € N, a stad przez indukcje, ze f ma wszystkie pochodne w zerze i
fM™©O)=0, neN.
Wobec tego rozwiniecie Taylora funkcji f wokél zera przyjmuje dla dowolnego n postaé
f(h) =rn(R).

Widaé tez, ze funkcja f nie rozwija sie w szereg Taylora, bo to oznaczaloby, ze jest funkcja zerows,
a tak oczywiscie nie jest.

Méwimy, ze funkcja f okreslona na przedziale I C R jest wypukla, jesli dla kazdych x,y € I i
kazdego 0 < A < 1
(7.60) FA =Nz +dy) <L =) f(x) + Af(y)

Aby lepiej zrozumieé te definicje, zauwazmy, ze sieczna wykresu funkcji f przechodzaca przez
punkty (z, f(x)) i (y, f(y)) jest wykresem funkcji liniowej

fly) — f(=)
y—x

t—x t—zx

Gy () = @@+fuw—0 )ﬂ@+ i),

y—x

a kazdy punkt ¢ € (x,y) mozna zapisaé jako

t—ux t—x
t—(l— )x—i— y=(1-=X)x+ \y.
y—z y—z

Wstawiajac te wladnie warto$¢ A = \; do (7.60), widzimy, ze wypuklo$é f jest réwnowazna wa-
runkowi

f(t><ngy(t)7 te(x,y), xvyEI

Zatem funkcja f jest wypukta, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdych z,y € I wykres funkcji na
odcinku [z, y] lezy nie wyzej niz sieczna wykresu w punktach o odcietych z, y.

Méwimy, ze funkcja f okreslona na przedziale I C R jest scisle wypukia, jesli dla kazdych x # y
z przedzialu I i kazdego 0 < A < 1

(7.61) FI(L =Nz +Ay) < (1= A)f(z) + Af(y)-
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7.62. Uwaga. Jesli f: I — R jest ciagla, to warunek
T+ T)+
f( y) PiC) f(yx
2 2
pociagga wypuklo$é. Rzeczywiscie, gdyby dla pewnego ¢ = (1 — A)x + Ay zachodzita nieréwnosé
f(c) > guy(c), to ze wzgledu na cigglosé f mielibySmy f(z) > g,,(2) dla z z pewnego odcinka
wokél c. Niech teraz
a=inf{z <c:f(2) > guy(2)},  b=sup{z>c: f(2) > gsy(2)}
Wtedy 2 < a<c<b<yigsyla) = f(a), goy(b) = f(b), wieC guy = ga,p. Mamy zatem

x,y €l,

f(2) > gap(2), a<z<b,

codla z = “T“’ daje sprzecznos¢ z zalozeniem.

7.63. Twierdzenie. Funkcja I — R jest wypukla, wtedy i tylko wtedy gdy dla kaZdych x,c,y € I

(7.64) r<ccy — 1O 1O Fly) = o)
r —cC y—c
Dowdd. Niech
c=(1-Nz+xy, A=2
Yy—

Warunek wypuktosci
fle) <@ =N f(@)+Af(y)
przeksztalcamy, korzystajac z f(c) = (1 — A) f(c) + A f(c) do réwnowaznej postaci
(L=N(f(c) = f(@) < A(f(y) = flo),

skad po podstawieniu wartosci A latwo dostajemy warunek (7.64). (]

7.65. Wniosek. Funkcja f jest Scisle wypukla, wtedy i tylko wtedy gdy spelnia warunek (7.64) z
ostrg nieréwnosciq.

7.66. Wniosek. Jesli f : I — R jest ($cisle) wypukia, to dla kazdego c € I funkcja

folz) = M, zel\{c},

r—c
jest (Scisle) rosnaca.

Dowdd. Niech f bedzie wypukla. Jesli x < ¢ <y, to fe(z) < f.(y na mocy warunku (7.64). Niech
wiec teraz ¢ < y < c. Mamy

y=(1—-Nz+r, A=2L"7
CcC—X

i na mocy warunku wypuktosci
fly) <A =Nf(z)+Af(e) < (L= A)(f(x) = f(c)) + f(e),

skad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy teze. Jesli ¢ < & < y, rozumujemy podobnie. W
przypadku $cistej wypuklosci nalezy tylko pamietaé, ze wszystkie nieréwnoéci sa ostre. (]
7.67. Wniosek. Funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R jest ($cisle) wypukla, wtedy i tylko wtedy
gdy f' jest (Scisle) rosngca.

Dowdd. Jesli f' jest ($ciSle) rosnaca, (Scista) wypuklo$é f wynika z oczywistego zastosowania
twierdzenia o wartosci éredniej. Odwrotna implikacja wynika z (7.64) oraz Wniosku 7.66. O

7.68. Wniosek. Funkcja dwukrotnie rézniczkowalna f : (a,b) — R jest wypukla, wtedy i tylko
wtedy gdy f" jest nieujemna.
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7.69. Wniosek. Jedli f : (a,b) — R jest dwukrotnie rdézniczkowalna i f" jest dodatnia, to f jest
scisle wypukta.

Moéwimy, ze funkcja f : I — R jest ($cisle) wklesta, jezeli funkcja — f jest ($cisle) wypukla.

Niech f : (a,b) — R bedzie ciagla. Jesli punkt ¢ € (a,b) ma te wlasnose, ze dla pewnego
dostatecznie malego € > 0 funkcja f jest Scisle wypukla na przedziale (¢ — €, ¢) 1 Scisle wklesta na
przedziale (¢, c+ €) lub tez na odwrdt, to punkt ¢ nazywa sie punktem przegiecia funkeji f.

7.70. Uwaga. 7 definicji wynika natychmiast, ze jesli druga pochodna dwukrotnie rézniczkowalnej
funkcji f zmienia znak w punkcie ¢, to jest on punktem przegiecia.

7.71. Niech n > 2. Niech bedzie dana funkcja f rozniczkowalna n razy w otoczeniu punktu c.
Zatozimy, ze
flley=f"(c)=-—=f"e)=0
oraz
FM(e) #0.
Jezeli n jest parzyste, to punkt c jest punktem Scislego ekstremum lokalnego, a jesli nieparzyste —
punktem przegiecia.

Dowdd. Przypusémy najpierw, ze n jest parzyste i rozwinmy we wzor Taylora pochodng f' wokél
punktu c¢. Mamy

) (¢ ™) (¢ T ~1
fe+h) = (J;_(l))!h"‘l +7n(h) = ({; _(1))! + hn@)m ,

gdzie
7 (h)
h—0 hn—1
Widaé wiec, ze wobec nieparzysto$ci n — 1 pochodna f’ zmienia znak w punkcie ¢, co dowodzi, ze
¢ jest punktem Scistego ekstremum.
Jedli natomiast n jest nieparzyste, to rozwijamy druga pochodng we wzér Taylora wokol ¢ i
widzimy, ze

=0.

17 f(n)(c) n— f(”)(c) Tn— (h) n-
o) = g™ s = (25 + o
gdzie
li Ll(h) =0
hmo -z

wiec teraz wobec nieparzysto$ci n — 2 druga pochodna zmienia znak w c¢. Zatem c jest punktem
przegiecia. (]
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Zadania

Wyprowadz wzory (sin)’ = cos, (cos)’ = —sin.
Wykaz, ze funkcje sin : [, 5] — [—1,1] i cos : [0, 7] — [—1,1] s3 wzajemnie jednoznaczne.
Pokaz, ze % tgx =1+ tg?z.

Zrézniczkuj funkcje:

212r+4
%, \2x — 22, \/%, tgx, ctgx, logsinz, logtge,
e.’]‘/

2
arcsin(l — z), logsinhz, cosh(sinhz), e , tg*z, exp (exp(expz)).

).

o[

. Udowodnij, ze jedli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x, to

oy _ o J@+h) — fl@—h)
f(w) = Jim, 2h '

. Udowodnij, ze jesli funkcja ciggla ma maksima lokalne w punktach a < b, to ma tez mini-

mum lokalne w pewnym punkcie a < ¢ < b.

. SprawdZ wzory (sinh)’ = cosh, (cosh)’ = sinh przez zrézniczkowanie odpowiednich szere-

géw.

. Czy istnieje funkcja f : R — R, taka ze f'(x) = m(x) dla z € R?
10.
11.

(=)t cos®n

jest warunkowo zbiezny.
n

Wykaz, ze szereg y -,
Znajdz ekstrema lokalne funkeji ¢(z) = |x + 1| + |z| + |z — 1| i punkty, w ktérych funkcja
ta jest rézniczkowalna.

Dla jakich a € R funkcja 1(z) = cos L dla z # 0 i 1(0) = a ma wlasno$¢ Darboux?

Znajdz styczng do wykresu funkcji y = |2|3/2

w punkcie z = 0.

Zbadaj rézniczkowalnoéé funkeji f(z) = m(z)™®),

Dana jest nieznikajaca funkcja ciagla f na [a, b], ktéra jest ponadto rézniczkowalna w (a, b).
Pokaz, ze istnieje a < £ < b, takie ze

f®) = fla) _ fla)f(0)F'(€)

b—a f(&)
W tym celu zastosuj twierdzenie Lagrange’a do funkcji 1/f.
Dana jest dodatnia funkcja ciagla f na [a,b], ktéra jest ponadto rézniczkowalna w (a, b).
Pokaz, ze istnieje a < £ < b, takie ze
1) _ g, (SO0 =0y
f(a) [
W tym celu zastosuj twierdzenie Lagrange’a do funkcji log f.
Dana jest funkcja f rézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu a. Nawet gdy f’ nie jest
cigglta w a (podaj taki przyklad), istnieje ciag 0 # h,, — 0, taki ze f'(a + h,) — f'(a).
Wiedzac, ze f,g € C([a,b] sa rézniczkowalne w (a, b) i nigdzie nie znikaja, pokaz, ze istnieje
c € (a,b), takie ze
f®) — fla) _ f'(c)g(c)
g(b) —gla)  g'(c)f(c)*
W tym celu zastosuj twierdzenie Cauchy’ego do funkcji 1/f11/g.




19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.
30.

31.

32.
33.
34.

35.

23

Wiedzac, ze funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie a, oblicz granice

i {@)9(@) = F(@g(@)

r—a Tr—a

Wiedzac, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a, oblicz granice

lim n(f(a+ %) - f(a)).

n—oo

Oblicz granice

lim n(sin4 no sin* 1).

n—oo ].

Udowodnij, ze funkcja pochodna funkcji nieparzystej (parzystej) jest parzysta (nieparzysta),
a funkcja pochodna funkcji okresowej jest okresowa z tym samym okresem.

Dana jest rosnaca funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R. Pokaz, ze f jest Scisle rosnaca
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zbiér tych punktéw x, w ktérych f/(z) > 0, jest gesty w (a,b).

Czy funkcja Heaviside’a

1, x>0,
o(z) =40, =0,
-1, x<0,

jest funkcja pochodna? W ktorych punktach jest rézniczkowalna? W ktérych jest ciagta?
Wykaz, ze funkcje

x — x|zl x i |z)3, x +— o(x)sin® x x +— |z|sin®z

z +— m(z)sin® 7z x +— (sinz + | sin z])? z — | sinz|/?
sa wszedzie rézniczkowalne i oblicz ich pochodne.
Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a i f(a) > 0. Oblicz

flat )\

()

lim
n—oo

sin

Oblicz granice lim,_,o x®

Dla jakich wartosci a € R funkcja = — az — sinx jest rosnaca na R?

Wykaz przez rézniczkowanie, ze funkcja f(x) = xlog(1l + %) jest $cisle rosnaca na (0, 00).
Wykaz, ze funkcja g(z) = log, (x + 1) jest écisle malejaca na (1, 00). Wywnioskuj stad, ze
logy 3 > log, 5.

Pokaz, ze
arctan(§ + z) — arctan(§ — x) 32
im =
2—0 tg(§ +a) —tg(§ — ) w2+ 16’
. %2 —arccosx -arccos2xr 3w
lim - =—.
z—0 arcsin x 2

Sprawdz, ze (e + )% > (e —x)*T® dla 0 < z < e.
Udowodnij, ze €* < (14 )% dla x > 0.
Udowodnij, ze (ZH1)* ™! < 2% dla z > 0.

Znajdz lokalne ekstrema funkcji (0,00) > z — 2%, R > x — z"e™* R >z — e‘””z,
R>x w241 —x)3.
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Dane sa parami rézne liczby a1, as,...,a,. Znajdz minima lokalne i najmniejsza wartosé
funkeji a) f(x) = 225_ (z — k)%, b) fz) = 34 o —axl.

Znajdz najwieksza warto$é funkcji f(x) = na R.

1 4 1
1+|z| + 1+|z—1]

ZnajdZ najmniejsza wartosé funkeji R> 2 — Va2 +x+ 1+ V22 —x + 1.
Znajdz lokalne ckstrema funkeji: (0,00) 3 # — 21/*, R 3 x — |z]e*", R 3 2 + x| sin 2z].
Niech a > 1. Udowodnij nier6wno$é (%J”J)a < # dla z,y > 0, x # y.
Udowodnij, ze funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R o ograniczonej pochodnej spelnia
warunek Lipschitza.
Udowodnij, ze funkcja dwukrotnie rézniczkowalna f : (a,b) — R spelnia warunek Lipschit-
za na kazdym przedziale [c,d] C (a,b).
Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna. Ponadto f'(x) > 0 dla wszystkich z € (a, b)\{c}.
Udowodnij, ze f jest ciSle rosnaca w (a, b).
Dla jakich wartosci @ € R funkcja x — ax — sinx jest $cisle rosnaca na R?
Funkcje © — cos x przedstaw w postaci szeregu potegowego.
Rozwin funkcje sinus i cosinus w szeregi potegowe wok6t punktu x = 7.
Znajdz styczne do funkcji 0 # x +— log || w punktach o odcigtych x =11 a = —1.
Niech f(z) = 322 dla z # 0 i f(0) = 1. Udowodnij, ze funkcja f jest nieskoiiczenie wiele
razy rozniczkowalna na R i oblicz wszystkie jej pochodne w 0.
Rozwin w szereg Taylora funkcje 0 < x — /x wokdl punktu z = 2.
Wiadomo, ze funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie a € R. Oblicz

- flat+h)—2f(a) + flath)

A h?

Funkcje * — log(1 + 23) rozwin we wzér Taylora z reszta w postaci Lagrange’a wokot
punktu z = 0.

2 rozwin we wzér Taylora z reszta w postaci Lagrange’a woké! punktu

Funkcje x sinz —cosx
z=0.

Rozwin w szereg Taylora funkcje f(x) =sinz + sinhz i g(x) = cosz + cosh z.

Dana jest rézniczkowalna funkcja f : (0,00) — R, taka ze lim,_,o f(2)+ f/(x) = 0. Pokaz,

(z)e”

e limy oo f(z) = 0. [W tym celu zauwaz, ze f(z) = £ “> i zastosuj regule de 'Hospitala.]

Znajdz najwieksza wartosé¢ funkcji  — sin®™ z cos®” z na R.
Udowodnij nieréwnos$é¢ Bernoulliego, stosujac rachunek rézniczkowy.
ZnajdZ minima lokalne funkcji h(z) = v/|z — a| + /|z — b], gdzie a,b € R.
Rozniczkujac k-krotnie tozsamo$é (1 —z)~' = > 7 2", wyprowadz rozwiniecie
1 N (n+k\ = (-n &
X () ()

n=0 k=0

Udowodnij nieréwnos¢

x> 0.

x
log(1l+x) < ,

N
Funkcja f jest ciagla w otoczeniu punktu g i rézniczkowalna poza x(. Pokaz, ze jesli istnieje
granica f'(z), gdy © — x, to f jest rézniczkowalna w xg w sposéb ciagly.

Wyprowadz wzor Halphena: (z"~1el/*)(") = (—1)ng—n—1el/=,
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62. Funkcje f(z) = sin(sinz) rozwin we zér Taylora wokél @ = 7 z reszta Rs w postaci Peano.

63. Oblicz n-ta pochodna funkcji 109% L e® cos z. Rozwin te funkcje we wzor Taylora w dowolnym

punkcie x z dziedziny. Reszty zapisz w postaci Cauchy’ego i Lagrange’a.

64. Funkcje f(z) = log(1 + 23) i g(x) = xsinx + cosz? rozwin we wzér Taylora do wyrazéw
kwadratowych dookola dowolnego z z dziedziny, reszte Ry zapisujac w postaci Cauchy’ego
i Lagrange’a.

65. Oblicz granice

. shz -2z . x—sinz ) 1 9 . sin(z™) —sin" x
lim ————, lim ———, lim [ - —ctg”z |, lim ——————
z—0 r —SInx z—0 T z—0 z—0 xnt

22
66. Udowodnij, ze jesli a,c > 0, to
d—>b
inf <max{ax +b|, |cx + d|}> = u.
z€ER a+c

67. Niech f: (a,b) — (¢, d) bedzie bijekcja. Pokaz, ze jesli f jest dwukrotnie rézniczkowalna w
20 € (a,b) i f'(x0) #0, to f~1 jest dwukrotnie rézniczkowalna w yo = f(x) i

—1\/ _ f"(ﬂﬁo)
(f ) (yO) - f/(xo)g'

68. Dane sa funkcje f i g rézniczkowalne n razy w punkcie a. Udowodnij, ze

1@ =3 () 1919 P

k=0
69. Oblicz (x2ew)(2003) i ({E2002€1/1)(2003).
70. Udowodnij, ze funkcja f(z) = 5(1+ )7 —z - 8142 jest $cigle rosnaca (malejaca) dla

x>—1,jedli f>2 (1< B <2).

71. Rozwin podane funkcje we wzér Maclaurina z reszta R,, w postaci Peano:

1 2 .
% (n=25), e (n=6), Vsin z? (n =13), log SII;ZI:
72. Udowodnij, 7e 77, () = V2 SRLe(-DF () =0, S5 (/) =2
73. Oszacuj blad bezwzgledny przyblizen:

2 " ;

1
emz1+x+%+-~-+% 0<z<1), sinxm_% (el < 3),
3 1 2
tgx%x—l—% (|x\<ﬁ), \/1—&—96%14—%—% 0<z<1).

74. Oblicz granice

2

—x

oo T i — (1
fig ST, e e x3/2<\/x+1+\/x—1—2\/5>,

z—0 (E4 z—0 (ES T —00

sinh(tgx) — x . 1—(cosx)sm* ) 1 1
lim —————, lim ————, lim [ — — — .
70 73 70 3 z—0 \ sin x

2

" . . . . 2
75. Rozwin w szereg Maclaurina funkcje sin x cos x, sin® x, cosh” x.

76. Rozwin w szereg Maclaurina funkcje arshx i arc cos .

77. Pokaz, ze Y, (2;2: (V) =1,
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Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja wypukla. Udowodnij przez indukcje nierdwnosé Jensena
n n
f ( > Akﬂﬁk) <Y Akf (k)
k=1 k=1

dlazj € (a,b)iY 1A =1, >0.

Wykaz, ze funkcja sin : [, 27] — R jest wypukla, a funkcja (0,00) 3 a2 — /z jest wklesla.
Udowodnij ponownie nieréwnoéé ab < La? + %bq, gdzie % + % =11p,q > 0, korzystajac z
tego, ze logarytm jest funkcja Scisle wklesta.

Udowodnij nieréwnos¢

7\L/

- - - .1
sinag sinas .. .sina,| < sm{a(al +ag+...a,)}

dla a; > 0.

Znajdz przedzialy $cistej wypuklosci 1 wklestodci oraz punkty przegiecia funkcji f(x) =
zlogx w zaleznosci od o € R.

Udowodnij nieréwnosé zlogx + ylogy > (x + y) log %7 x>0, y>0.

Wykaz, ze funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy
f@) = fly)+f (y)(x—y) dlaz,y € (a,b) i podaj interpretacje geometryczna tego warunku.
Wykaz, ze funkcja f : (a,b) — R jest Sci$le wypukla, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdych
x <y < z z odcinka (a,b)

f(x)

fy)| > 0.
f(z)
Funkcja f : R — R jest éciéle wypukla i nie jest monotoniczna. Udowodnij, ze lim || o f(2) =
00, a nastepnie pokaz, ze f przyjmuje warto$¢ minimalng. Rozwaz funkcje e®, e™” i cosh z.
Niech f : I — R bedzie funkcja wypukla. Czy a) |f|, b) \/If], ¢) f2, d) el/l | e) log(1+|f]),
f) I%I jest funkcja wypukta?

1 =z
1y
1 =z

Znajdz punkty przegiecia funkcji: y = 322 — 2%, y =z +sinz, y = e, y = log(1 + 22),
y=V1+a22 y=a".

Pokaz, ze wykres funkcji y = &L

r2+1
Funkcja f : R — R jest jednocze$nie wklesta i wypukta. Udowodnij, ze f jest funkcja
afiniczna, tj. f(x) = ax + b dla pewnych a,b € R.

ma trzy punkty przegiecia lezace na tej samej prostej.

Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja monotoniczna. Pokaz, ze f ma wszedzie granice jedno-
stronne.

Wykaz, ze funkcja wypukla ma granice jednostronne (wtasciwe lub nie) na koficach swojej
dziedziny I.

Funkcja f : (a,b) — R jest rosnaca (wypukla), ale nie Scisle rosnaca (wypukla). Pokaz, ze
na pewnym odcinku [e,d] C (a,b) jest stala (liniowa).

Pokaz, ze funkcja tghx = i;‘;}ﬁi
funkcji tgh i jej odwrotne;j.

jest odwracalna na calej prostej. Znajdz funkcje pochodne

Znajdz punkty przegiecia funkcji a) f(z) = [z] + sinnz, b) g(z) = [z] sin7z.

Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja wypukla. Pokaz, ze istnieje ¢ € [a,b], takie ze f jest
malejaca na [a, ] i rosnaca na [c,b]. W szczegdlnosci, gdy ¢ = a, f jest malejaca, a gdy
¢ = b — rosnaca na calej swej dziedzinie.
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Pokaz, ze funkcja wypukla (wklesta) na odcinku domknietym osiaga swoja najwieksza (naj-
mniejsza) warto$é na jednym z koncéw przedziatu.

Niech f : I — R bedzie funkcja wypukla. Dla a,b € I niech g = g, oznacza funkcj
afiniczna, taka ze g(a) = f(a) i g(b) = f(b). Pokaz, ze jesli x € I\ (a,b), to g(x) < f(x).
Zinterpretuj te wlasno$é¢ geometrycznie.

Niech f : [a,b] — R bedzie wypukla. Niech ¢ € (a,b). Definiujemy dwie nowe funkcje:
G = gop 1 g = min{gg.c, gc,p}. Korzystajac z poprzedniego zadania, wykaz, ze g < f < G.
Wywnioskuj stad, ze f jest ograniczona.



