8. Jednostajnosé

Méwimy, ze funkcja f : I — R spelnia warunek Lipschitza ze stala C' > 0, jesli

8.1. Przyklad. a) Taka funkcja jest np. sin : R — [—1, 1]. Rzeczywiscie,

Ty Tty
oS ,
2 2

sinx — siny = 2sin
wiec

. X
Sin

|sinz — siny| < 2

- ’ <z —yl.
Stala Lipschitza wynosi C' = 1.

b) Niech teraz f : [1,00) — R bedzie zadana wzorem f(z) = 1/z. Mamy
Y

1 1 -z
_ — |- = <o —
7@ = f@l =[5~ | = | <l =l
wiec f jest takze lipschitzowska ze stala C' = 1.
8.2. Twierdzenie. Funkcja f : I — R spelniajgca warunek Lipschitza jest ciggla w kazdym
punkcie.

Dowdd. Rzeczywiscie, je$li I > x, — x¢ € I, to
|f(zn) = f(zo)| < Clan — x| — 0,
wiec lim f(z) = f(xo). O

T—To

Niech bedzie dana funkcja f : I — R. Warunek Lipschitza mozna wyrazi¢ tez tak: Istnieje stata
C > 0, taka ze dla wszelkich x,y € I, x # y,

16)=10)] <
r—y

Innymi stowy, funkcja lipschitzowska, to funkcja o ograniczonych ilorazach réznicowych, a opty-

malna stala Lipschitza jest

8.3 (Kryterium). Jesli f : (a,b) — R ma ograniczong pochodng, to spelnia warunek Lipschitza.
Sa i nierdzniczkowalne funkcje, ktore spelniaja warunek Lipschitza.

8.4. Twierdzenie. Jesli f : (a,b) — R jest wypukla, to spainia warunek Lipschitza na kazdym
przedziale [c,d] C (a,b). W szczegdlnosci, f jest ciggla na calym przedziale (a,b).

Dowdéd. Rzeczywiscie, niech a < ¢; < ¢id < d; < b. Skoro f jest wypukla, jej ilorazy réznicowe
sa rosnace, a zatem
flen) ~ f(e) _ f(x)— f(u) _ f(d) ~ (d)
c1—c¢ h r—y = di —d

dla kazdych z,y € [e, d]. Widzimy wiec, ze f ma ograniczone ilorazy réznicowe. (I



Przypomnijmy sobie, ze funkcja f : I — R jest ciagla, jesli jest ciagla w kazdym punkcie x € I,
czyli

VeelVe>030>0vyel <|:177y|<5 — |f(@) - f()| <€).
Méwimy, ze f : I — R jest jednostajnie ciggla, jesli
Ve>030>0Ve,yel (\x—y| <5 = |f(z) - f(¥)] <5).

Céz oznacza to przestawienie kwantyfikatorow? Po pierwsze, jak wida¢, warunek jednostajnej
cigglodci jest silniejszy od warunku ciaglosci. Zauwazmy tez, ze istotna jest zamiana Vr3d na 3éVz,
ktéra méwi, ze teraz d jest niezalezna od z, a wiec wspdlna dla wszystkich z € I. Przesledzmy to
na przyktadzie.

8.5. Przyklad. Funkcja

1
f(ﬂf):;7 IE(Ovl)v
jest przykladem funkcji ciaglej, ale nie jednostajnie ciaglej. Rzeczywiscie, kladac z, = +, yn = 47,
mamy
1
n— Yn = > i n) — n) = _17
romn = b )~ T

a wiec |f(zn) — f(yn)| 2 1 = ¢, choé¢ z,, — y, — 0. Jak widaé, dla kazdej § > 0 i dostatecznie
duzych n € N, mamy

|20 —yn| <01 |f(2n) — f(yn)| > 1,
co przeczy warunkowi jednostajnej ciaglosci.

Zatem

8.6. Kazda funkcja jednostajnie ciggla jest ciggla, ale istniejq funkcje ciggle, ktore nie sq jedno-
stajnie ciggle.

Przytoczony przyklad sugeruje nowa wersje definicji, tym razem w duchu Heinego.

8.7. Funkcja f : I — R jest jednostagnie ciggla, jesli dla dowolnych ciggéw {xn}, {yn} C I, takich
ze Tp — yn — 0, jest

f@n) = flyn) =0, n— oo

8.8. Uwaga. Kazda funkcja lipschitzowska f : I — R jest jednostajnie ciagta, co wynika wprost z
oszacowania

8.9. Jesli f : (a,b) — R ma ograniczong pochodng, to jest jednostajnie ciggla.

8.10. Twierdzenie. Funkcja ciggla na odcinku domknietym jest jednostajnie ciggla.

Dowdd. Przypusémy nie wprost, ze funkcja ciagla f : [a,b] — R nie jest jednostajnie ciagla.
Istnieje wtedy € > 0 i istnieja ciagi o wyrazach x,,y, € [a,b], takie ze

Tn —Yn — 0, ale |f(xn) - f(yn)| ZE.

Na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa z ciagu {y,} mozemy wybraé¢ podciag {yn, } zbiezny
do pewnego zg € [a,b]. Oczywiscie wtedy takze x,, — xo, wiec wobec ciaglosci funkeji f

f(@n,) = flxo),  fyny) = fl20),

a to przeczy naszemu zaltozeniu |f(zn,) — f(yn, )| =€ > 0. O



Przechodzimy do kwestii zbieznosci ciagdéw funkcyjnych. Niech bedzie dany ciag funkcji f, :
D — R o wspélnej dziedzinie D. Méwimy, ze ciag ten jest zbiezny punktowo do funkcji f : D — R,
jesli dla kazdego x € D

fn(@) = f(2).

W definicji tej nie ma nic nowego. Przypomnijmy chociazby doskonale nam znany wzor

fal@) ="
k=0
do funkcji f(z) = €.
8.11. Przyktad. Niech
xn
fn(x)—71+xn, z > 0.

Jak latwo zauwazy¢, ciag ten jest zbiezny punktowo do funkcji
0, O0<zx<l;
fl@)=4¢3, x=1;
1, x>1.
Dla funkcji f : D — R niech
If1l = sup [ f(z)].
zeD
A oto zapowiedziana definicja jednostajnej zbieznosci. Ciag funkcyjny f,, : D — R jest zbieiny
jednostagnie do f: D — R, jeli
Veso Inen Vasn |fn — fll <&,
co zapisujemy za pomoca podwojnej strzatki:
fulz) = f(2), x €D.

8.12. Uwaga. Ciag funkcyjny f, : D — R jest zbieiny jednostajnie wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego:

Ves0 IneN Vamen [[fn — fmll <e.
8.13. Uwaga. Jedli f,(x) = f(z) na D, to dla kazdego = € D jest f,(z) — f(x). Zatem zbieznosé

jednostajna oznacza co$ wiecej niz zbiezno$¢ punktowa.

8.14 (Kryterium). Cigg f, nie jest zbiezny jednostajnie do 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
cigg {xn} C D, taki ze cigg {fn(xn)} nie jest zbieiny do 0.

8.15. Przyklad. Niech f,(z) = z™ dla 0 < & < 1. Zauwazmy, ze

lim f,(x)=0

n—oo
dla kazdego x z osobna, ale

[full = sup 2™ =1
z€[0,1)

dla kazdego n. Zatem ciag {f,} jest zbiezny punktowo, ale nie jednostajnie, do funkcji zerowej.
Zauwazmy jeszcze, ze jeSli x, =1 — %, to

I\ 1
lim (1—7) — -~ 40
e

n—oo n—00 n



8.16. Przyktad. Niech teraz

falz) =2" —2™  0<z<1L
Dla dowolnego € > 0 dobieramy N tak, by (1 — &)V < e. Wystarczy wiec wziaé
loge
log(1 —¢)’
Wtedy
falx)=2"1—-2)<(1—-¢e)" <e¢, 0<z<(1-¢),
oraz
fal@)=2"1-2)<(1—-2)<e¢, l-e<a<1,
skad ||fn]| < e dlan > N. Zatem f, = 0.
8.17. Przyklad. Niech
fulz) = ﬁ, z € R.

Ten ciag jest zbiezny punktowo do funkcji zerowej, ale dla kazdego n € N
[fnll = sup [fu(x)] = 1,
T€ER

wiec nie ma mowy o zbieznosci jednostajnej.
Rozwazmy jednak ciag zadany tym samym wzorem na mniejszej dziedzinie

1
gn(z) = Trne? 2| > 1.
Tutaj
- 1
lgnll = @1\151 T — 1o
wiec g, = 0.

8.18. Twierdzenie. Granica f jednostajnie zbieinego ciggu funkcji f,, na I jest ciggla w kazdym
punkcie xg € I, w ktérym wszystkie funkcje f, sq ciggle.

Dowdd. Przypuéémy, ze wszystkie funkcje f,, sa ciagle w zq 1 f,, = f. Wtedy dla dowolnego € > 0
istnieje N € N, takie ze ||fy — f|| < €. Funkcja fy jest ciagla w xg, wiec istnieje § > 0, taka ze
|fn(x) = fn(zo)| < e dla |z — xo| < d. Zatem

[f (@) = f(@o)| < [f(z) — fn (@) + | fn(2) = [ (o)
<|f = Inll+e <2,
jesli tylko |z — mo| < 4. O
Oznaczmy zbiér wszystkich funkeji ciagltych na odcinku I C R przez C(I).
8.19. Wniosek. Jedli f, € C([a,b]) i fn(z) = f(x), to f € C([a,b)].

8.20. Twierdzenie (Dini). Jesli monotoniczny cigg funkcji cigglych fn, na przedziale domknietym
[a, b] jest zbiezny punktowo do funkcji cigglej f, to jest zbiezny jednostajnie.

Dowdd. Przechodzac do ciagu g, = |f — fn|, redukujemy zagadnienie do sytuacji, gdy g, sa ciagle,
nieujemne i daza monotonicznie do funkcji zerowe;j.

Przypusémy, Ze ten ciag nie jest jednostajnie zbiezny. Wtedy istnieja e > 01 ciag [a, b]  zp — o,
taki ze gn, (x) > € dla odpowiedniego podciagu funkeji. Ustalmy dowolne m. Wtedy

Gm(20) = klggo Im(Tk) > Iny, (zk) > €,

dla ny > m, co stoi w sprzecznosci ze zbieznoscia punktowa g, (zo) — 0. (Il



Czesto dzieje sie tak, ze zbiezno$¢ jednostajna zachodzi nie na calej dziedzinie okreslonosci
funkcji bedacych wyrazami ciagu lub szeregu, ale na kazdym przedziale domknietym zawartym w
tej dziedzinie. Wtedy méwimy, ze ciag czy tez szereg jest zbiezny niemal jednostajnie.

8.21. Przyklad. Rozwazmy ciag x, — z¢ i zdefiniujmy ciag funkcji
fat) =t t>0.
Nietrudno zauwazy¢, ze dla 1 < t < b zachodzi nastepujaca nieréwnosé
[fn(t) = Fo(t)] < eb”logbla — o,

skad wnosimy, ze f, = fo na [a,b]. Ze wzgledu na dowolno$é a i b oznacza to niemal jednostajna
bieznosé na [1, o).
Podobnie dla 0 < @ < t < 1 mamy

[fn(t) = fo()] < e[ log allz — o,

skad wnosimy, ze f,, — f niemal jednostajnie na (0, 1].
Podsumowujac widzimy, ze nasz ciag jest niemal jednostajnie zbiezny do f na (0, c0).

8.22. Niech bedzie dany cigg funkcji cigglych fn na przedziale I. Jesli f, jest zbieiny niemal
jednostagnie do funkcji f, to f jest ciggla.

Moéwimy, ze funkcja f : (a,b) — R jest rédzniczkowalna w sposdb ciggly, jesli f jest rézniczkowalna
i f’ jest ciagla na (a,b).

8.23. Twierdzenie. Niech bedzie dany cigg funkcji f,, : (a,b) — R rézniczkowalnych w sposdéb
ciggly. Jesli fn — [ i fl, = g, to f jest funkcjq rézniczkowalng i f' = g.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze funkcja g jako granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji cig-
glych jest ciagla. Niech = € (a,b). Niech £ > 0. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a, mamy
fo(z+h) — fn(z)
- - = |fn(z +0h) — g(2)|

o —g(z)
< |fl(x +0h) — g(x + 0h)| + |g(z + Oh) — g(x)| < 2¢

dla dostatecznie duzych n i dostatecznie matych |h|, co wynika z jednostajnej zbieznosci ciagu (f))
i ciaglosci funkcji g. Przechodzac z n do nieskonczonosci, otrzymujemy

fle+h) - fz)
h

dla dostatecznie malych |h|, co dowodzi naszej tezy. O

—g(z)| < 2

Niech f,, : D — R. M6wimy, ze szereg funkcyjny >~ fn(z) jest jednostajnie zbiezny na D,
jesli ciag funkeyjny jego sum czesciowych Sy, () = Y_p_, fx(x) jest zbiezny jednostajnie na D.

8.24. Whniosek. Niech bedzie dany cigg funkcji fr, : (a,b) — R rézZniczkowalnych w sposdb ciggly.
Jesli szereg f(x) = Y oo fu(x) jest zbiezny punktowo, a szereg g(x) = > o~ fn(x) jednostajnie,
to funkcja f jest rézniczkowalna i f'(x) = g(x) dla x € (a,b).

Moéwimy, ze szereg funkcyjny > o- | ma zbieing liczbowq majorante, jezeli istnieje szereg liczbowy
o nieujemnych wyrazach, taki ze

o0
|fn(z) <an,  oraz > an < oo
n=1

8.25 (Weierstrass). Niech f, : D — R. Jesli szereg funkeyiny >~ fn(x) ma zbieing liczbowq
magjorante, to jest zbieiny bezwglednie jednostajnie.



Dowdd. Niech € > 0 i niech
Su(@) = | fr(@)].
k=1

Dla m > n mamy

m m
S(@) = Su@) < 3 [h@I< Y an<e,
k=n-+1 k=n-+1
dla n dostatecznie duzych i wszystkich x, co wynika ze zbiezno$ci majoranty. O

8.26. Szereg potegowy jest zbieiny niemal jednostajnie w swoim otwartym przedziale zbieznosci.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli « € [—p, p] C (—r,r), gdzie r > 0 jest promieniem zbieznodci szeregu,
to

o0
lanz™| < |an|p", Z lan|p™ < oo,
n=0
wiec szereg Yo an, gdzie a, = |a,|p™ jest zbiezna liczbowa majoranta. O

8.27. Uwaga. Zauwazmy, ze wyrazy szeregu potegowego sg wielomianami, a wiec funkcjami cig-
gltymi. Otrzymujemy wiec nowy dowdd ciaglosci funkcji zadanej szeregiem potegowym wewnatrz
przedziatu jego zbieznosci.

Zmane nam kryteria Dirichleta i Abela dotyczace zbiezno$ci szeregdéw maja swoje jednostajne
odpowiedniki.

8.28. Twierdzenie (jednostajne kryterium Dirichleta). Jezeli f, : I — R jest monotonicz-
nym ciggiem funkcyjnym zbieznym jednostajnie do zera, a cigg sum czeSciowych ciggu funkcyjnego
g : I — R jest jednostajnie ograniczony, to szereq Y po | fugr jest jednostajnie zbiezny.

Dowdd. Ciag (fr) jako zbiezny jednostajnie jest jednostajnie ograniczony. Bez straty ogdlnosci
mozemy wiec przyjaé, ze jest malejacy i fr > 0. Oznaczmy
n—1
Gn=> g, n>1
k=1
i niech ||Gg|| < C. Na mocy nieréwnosci Abela
n n
1> f@ge(@)] =1 fr(@)Gr(e)'| < 2C| fml-
k=1 k=0
Jako ze ||fm|| — 0, nasz wyjsciowy szereg spelnia jednostajne kryterium Cauchy’ego, a wiec jest
jednostajnie zbiezny. O
Czytelnik na pewno si¢ zorientowal, ze

Gr(z) = Gry1(x) — G(x)

i nie ma nic wspolnego z pochodna funkcji G, ktora wcale nie musi by¢ rézniczkowalna, ani nawet
ciggla.

8.29. Przyklad. Niech {fj} bedzie ciagiem funkcyjnym jednostajnie malejacym do zera i niech
gk (z) = sin kx. Zalozmy, ze oba ciagi sa okreslone na przedziale [§, 2 — §], gdzie 0 < § < 7. Dla

kazdego n
n n+1
’ Z gr(z)| <
k=1

n .
S11 5.’17 S11 ?.'IJ

1
1 = .
s 5T S

Y

ol



7
wiec sumy czesciowe ciagu {gx} sa jednostajnie ograniczone. Na mocy twierdzenia Dirichleta szereg
oo
Z fr(x) sinkx
k=1

jest wiec jednostajnie zbiezny. W szczegdlnosci, szereg

> sinkz
k

k=1
jest jednostajnie zbiezny dla § < x < 2w — 4.

Zaniepokojony Czytelnik méglby jednak zapytaé, czy sumy > ;'_, gr(z) nie sa przypadkiem
jednostajnie ograniczone dla wszystkich x € [0, 27]. Nasze ograniczenie do przedziatu [§, 2m — §]
moze przeciez by¢ rezultatem niedostatecznie dobrego szacowania. Tak jednak nie jest. Aby sie o
tym przekonaé, podstawmy do naszej sumy wartosci ciagu x, = 7/n. Wtedy

n o (n+ D)7 .
sin 2% sinm/3
— 2n > >
kZ:lgk(l”n) sint/2n ~ sinm/2n ~ n/m

a wiec
n

lim  sup gr(x) = 0.
N0 oLa /2 ’;

Widaé tu bardzo wyraZnie, ze jednostajna ograniczono$¢ jest ograniczonoécia ze wzgledu na dwie
zmienne n oraz T.

8.30. Twierdzenie (jednostajne kryterium Abela). Jezeli f : I — R jest jednostajnie
ograniczonym monotonicznym ciggiem funkcyjnym, a cigg sum czesSciowych ciggu funkcyjnego gy :
I — R jest jednostajnie zbiezny, to szereg Z;o:l frgr jest jednostajnie zbiezny.

Dowdd. Jak wyzej mozemy przyjaé, ze ciag (fx) jest malejacy, fr > 01 ||fx|| < C. Oznaczmy

n—1 00
anzglﬁ G:Zglﬁ H,=G,—-G.
k=1 k=1
Jak widaé, H,, = 0 i G}, = H}.. Niech £ > 0. Na mocy nieréwnosci Abela

1> @@ = Y file) Hi()'| < 2C" sup [ Hill < e
k=m k=m Zm

dla dostatecznie duzych m, bo Hy, = 0. Nasz wyjsciowy szereg spelnia zatem jednostajne kryterium
Cauchy’ego, wiec jest jednostajnie zbiezny.
|

Wiemy, ze funkcja rézniczkowalna w danym punkcie jest tez w tym punkcie ciagla. Latwo podaé
przyktad funkcji ciaglej, ale nier6zniczkowalnej w izolowanych punktach. Taka funkcja jest np.

u(x) = dist(z, Z).
Jest to funkcja ciagta (kawalkami liniowa) na calej prostej, ale nierézniczkowalna w punktach
z, = 5. Okazuje sig, ze istnieja funkcje ciggte, ktére nie maja nigdzie pochodne;j.
8.31 (van der Waerden). Niech
up(x) = 4" Fu(4b)
dla k € N U{0}. Funkcja zadana szeregiem

(8.32) fl@) =) w(x), zER,
k=0



jest ciggta. Nie jest jednak rozniczkowalna w Zadnym punkcie.

To, ze funkcja f zdefiniowana szeregiem (8.32) jest ciagla wynika z istnienia zbieznej majoranty
liczbowej. Trudniej jest pokazaé, ze f nie jest nigdzie rézniczkowalna i nie bedziemy tego tu robié.
Pierwszy przyklad funkcji ciaglej i nigdzie nie rézniczkowalnej pochodzi od Weierstrassa i jest do$¢
skomplikowany. Przyktad van der Waerdena korzysta z tego samego pomyshu, ale jest znacznie
prostszy technicznie. Na cze$¢ autora pomystu skonstruowana wyzej funkcje nazywa sie czasem
pitg Weierstrassa.

Obecnie rozwazymy zagadnienie jednostajnego przyblizania funkcji ciagtej wielomianami. Wi-
dzieliSmy juz czeéniej, ze kazda funkcje zdana szeregiem potegowym mozna jednostajnie aproksy-
mowac ciagiem wielominéw bedacych sumami czeSciowymi szeregu na kazdym domknietym odcin-
ku zawartym w otwartym przedziale zbieznosci. Okazuje sig, ze mozna udowodni¢ znacznie wigce;j.

Niech bedzie dana funkcja f : [0,1] — R. Aby udowodnié¢ nastepne twierdzenie wprowadza sie
rodzine wielomianéw $cidle zwiazanych z funkcja f:

" /n k. . e
B, (z) = Z (k>f()xk(1 —x)"
n
k=0

ktére nazywamy wielomianami Bernsteina.
8.33. Przyklad. Proste rachunki pokazuja, ze w przypadku, gdy f = 1, mamy

B,(x) =1, n e N.
Gdy f(x) = z, otrzymujemy

B, (z) =z, necN.
Wreszcie dla funkcji kwadratowej f(x) = 22 wielomianami Bernsteina sa

-1 1
B,(z) = & 22+~ ne N.
n n

8.34. Twierdzenie (Weierstrass). Kazda funkcja ciggla na przedziale domknietym [0,1] jest
jednostajng granicg ciggu wielomianow.

Dowdd. Niech € > 0. Poniewaz f jest jednostajnie ciagla, wiec dla pewnej § > 0
k
F@) - r(5)| <=
n

oile | — z| < . Dla pozostalych k

k

1@y - £(5)] < 2 < 2 =",

52

Zatem

(Z) (5 N 2Hf||(§2_ §)2>xk(1 _ x)n_k




Ale
- k n—1 1
Z(l‘ — 2k )R =a? — 2t ———a2? +
— n n n
z(l—x 1
_l-zo) 1
n n
co dowodzi naszego twierdzenia. (Il

8.35. Uwaga. Twierdzenie Weierstrassa latwo uogélnia sie na dowolny przedzial [a,b]. Istotnie,
jesli f € C([a, b)), to

o) = flattb—a) @) =p(3—):

jest funkcja ciagla na [0, 1]. Niech B,, bedzie ciagiem wielomianéw Bernsteina funkeji ¢. Wtedy
T —a
Bn(x) = Bn(m) = f(x).

Uwazny Czytelnik zauwazyl by¢ moze, ze szereg twierdzen niniejszego rozdzialu ma charakter
kryterium pozwalajacego dokonaé zamiany kolejnosci pewnych przejsé granicznych. Na zakonczenie
rozdzialu postaramy sie wyjasni¢, dlaczego w tych twierdzeniach decydujaca role odgrywa zbiezno$é
jednostajna.

8.36. Twierdzenie (zmiana kolejnosci przej$é granicznych). Niech dla kazdego n € N
1stnieje granica
lim a(m,n) = A(n)

m— 00
i dla kazdego m € N granica

lim a(m,n) = B(m).

n—oo
Jesli przynagmniej jedna z tych granic jest jednostajna wzgledem niezwigzanego indeksu, to istniejg
obie granice iterowane i sq¢ sobie réowne:

lim A(n) = lim B(m).

Dowdd. Przypuéémy, ze a(m,n) = B(m), gdy n — oo. Niech lim,,—.o, B(m) = B. Wtedy dla
e > 0 istnieje N € IN, takie ze
|a(m,n) — B(m)| < ¢, n>N,me N,
co po przejsciu do granicy wzgledem m daje
|A(n) — B| < ¢, n > N.
Zatem ciag lim, ., A(n) = B, a oto wlasnie nam chodzilo. O

8.37. Wniosek. Niech bedzie dany cigg podwdiny cuy . Jezeli szeregi Y " Qmoy i ZZOZO Om.n
sq zbiezne 1 przynagmniej jeden z nich jest zbiezny jednostajnie wzgledem niezwigzanego indeksu,

to
o0 o0 o0 o0
D2 ma =2 ) Ama
m=0n=0 n=0m=0
8.38. Wniosek. Niech bedzie dana funkcja f: (a,b) X (¢,d) — R i niech (xo,y0) € [a,b] X [¢,d].
Jesli istniejg granice limg_,, f(z,y) ¢ imy,_,, f(x,y) i preynagmniej jedna z nich jest jednostajna
wzgledem niezwigzanej zmiennej, to istniejg obie granice iterowane i sq sobie réowne:

lim lim f(z,y) m lim f(z,y).
Yo T—To

=1l
w0 Y—Yo y—y
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Dowdd. Zgodnie z definicja Heine’'go nasze zalozenia oznaczaja, ze dla kazdego ciagu x, — xg i
kazdego ciagu y,, — yo istnieja granice
lim f(xnaynJ ::w(xn)v lim f(xnaynJ ::¢(ym)
m— 00 n—oo

i jedna z tych granic jest jednostajna wzgledem niezwigzanego indeksu. Zatem na mocy twierdzenia
o zmianie kolejnosci przejsé granicznych

lim ¢(x,) = lim ¥(ym).

n—oo m— 00

co wobec dowolnosci ciagdéw pociaga teze. a

8.39. Przyklad. Niech bedzie dany szereg potegowy
o0
f(z) = Z anz™, lz| <,
n=0

gdzie r > 0 jest promieniem zbieznodci. Ustalmy z¢ € (—r,r). Niech |zo| < p < r. Jak wiemy,
szereg f jest jednostajnie zbiezny na odcinku [—p, p|, wiec

o0 oo
: n __ n
lim E apx” = E anZy,
r—TQ

n=0 n=0

co daje jeszcze jedno uzasadnienie ciaglosdci szeregu potegowego wewnatrz przedzialu zbieznosci.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

11

Zadania

. Pokaz, ze funkcje

[1,00) 32 —logz,  [a,0] 32— [z%  [l,00) 32— (1+1/2)7
gdzie o > 1, sa lipschitzowskie.

. Pokaz, ze dla kazdego a € R funkcja wykladnicza (—o0,a] 3 z +— e” € R spelnia warunek

Lipschitza ze stala C' = e®.

. Niech f : (a,b) — R bedzie wypukla. Udowodnij, ze na kazdym przedziale [c,d] C (a,b)

funkcja f spelnia warunek Lipschitza. Wywnioskuj stad, ze a) funkcja wypukla na przedziale
otwartym jest ciagla, b) funkcja wypukla na przedziale domknietym moze mieé nieciaglosci
tylko na koncach przedziatlu. Podaj stosowny przyktad.

. Udowodnij, ze jesli f : R — [0, 00) jest parzysta funkcja podaddytywna, to

[f@) = fl<fle—y), =zyeR

. Pokaz, ze funkcja © — |z|®, gdzie 0 < a < 1, jest lipschitzowska na przedziale [1, 00).

. Rozwazmy funkcje f(z) = z dla a > 1. Pokaz, Ze jest ona lipschitzowska na przedziale

[0,1].

. Sprawdz, ze funkcja  — 2® na przedziale (0, 1) jest podaddytywna.
. Oznaczmy przez d(z) odlegtoéé liczby © € R od najblizszej liczby catkowitej. Pokaz, ze

d(z) = min{m(z), m(—z)} oraz ze x — d(z) spelnia warunek Lipschitza ze stala C' = 1.

. Przypomnij dowdd réwnowaznosci definicji ciagtosci Cauchy’ego i Heinego i zaadaptuj go

do przypadku jednostajnej ciagtodci.
Oblicz
1 271 n
lim 70g( +2")

n— o0 n

, x> 0.

Dana jest ciagla funkcjia f : R — R. Pokaz, ze f jest jednostajnie ciagla wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego ciagu =, — 0 ciag funkcyjny f,.(x) = f(x, + x) jest zbiezny
jednostajnie do f.

Pokaz bezposrednio, nie korzystajac z twierdzenia Weierstrassa, ze funkcje x — /T mozna
aproksymowaé jednostajnie wielomianami na odcinku [1/2,3/2]. W tym celu rozwin te
funkcje w szereg Taylora wokét 1.

Niech f : (a — €,b+ €) bedzie funkcja rézniczkowalna w sposéb ciagly. Udowodnij, ze ciag

ilorazéw réznicowych f,,(z) =n( f(z + %) — f(x) ) jest zbiezny jednostajnie do f.

Zbadaj jednostajna zbiezno$é ciagéw funkejyjnych a) fn(z) = z™(1 — 2™) na [0,1], b)
fa(z) = = na (0,1].

Udowodnij, ze funkcje a) f(x) = ﬁ na R, b) g(z) = e * na [0,00), ¢) h(z) = 2" sinz na
[0, 1] sa jednostajnie ciagle.

Udowodnij, ze funkcja f ciagla na R i majaca granice liczbowe w 400 jest jednostajnie
ciagla.

Niech u, = u na I i niech v € C(I) bedzie ograniczona. Pokaz, ze vu,, = vu.

oo n ZOO 2" sin” x

Okresl obszar zbieznoéci bezwzglednej i warunkowej szeregéw: » >~ | -, > 7 =S5 E,

3 2
D T 1%;”, > "g’nn (1 —z)".
o an
n=1 n=

Pokaz, ze jesli szereg Dirichleta
jednostajnie dla x > xg.

jest zbiezny dla pewnego x = xg, to jest zbiezny
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20.
21.

22.

23.
24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

Okresl obszar zbieznosci szeregéw Newtona: > oo | (7)), So07; L (¥).

Niech f : [a,b] — R bedzie dowolna funkcja. Niech f,(x) = [ f(m)] . Pokaz, ze f, dazy
jednostajnie do f na [a, b].

Postugujac sie kryterium Weierstarassa, udowodnij, ze podane szeregi sa jednostajnie zbiez-
ne:

o0

St CeR 3

n=1

3

(-2 <z < 0),

o0

=1
Z% (z € R), Z e (2> 0).
n=1 n=1

Wykaz, ze funkcja f(z) = Y p | %252 jest ciagla i ma ciagla pochodna w R.
Wykaz, ze funkcja f(x) = > 2 M w obszarze x > 2 jest ciggla i ma ciagta pochodna.

n=1 n=
Uzasadnij jednostajna zbiezno$¢ podanych szeregéw przy pomocy kryteriéw Abela i Diri-
chleta:

o oo .

CcosSnx S nx

—_— 0<éo<<o<2mr—9¢
Y Y <o

oraz

nzlm x> 0.

Dlaczego pierwsze dwa szeregi nie sa zbiezne jednostajnie na calym przedziale [0, 27]? Pod-
staw z, = 1/n.

Niech f(z) = ,/% + x2. Pokaz, ze ciagi funkeyjne {f,} i {f}} sa zbiezne punktowo, ale
nieprawdg, jest, ze

< lim fn(a:)> = lim f}(x), x € R.

n—oo

Udowodnij, ze szereg Zn 1 H_lgn
gdzie 0 < n < 1, ale nie w (—1,1).

Okresl obszar zbieznosci szeregdw:

o oo 1 oo o
E n?sin" x, E 3" sin yr g nre ", g log" (z + 2),
T
n=1 n=1 n=1 n=1
n oo

> 1 =z
Zl—i—x"’ nz::ll—f—x”’ 4

jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale [—n, 7],

2" 42"
11+3”x”'

Udowodnij, ze podane nizej szeregi sa jednostajnie zbiezne:

sin na log(1 + nx)
Y s Yo T (2> 2),
. (x € R), (x > 2)

2 2
n=1 n®+ n=1 nat
— 1 —n|z—n| 712|m\
Z € (x € R), Z n (r € R).
n=1

Pokaz, ze funkcja f(z) =Y poy log( kl;kw) ma pochodne wszystkich rzedéow.

Pokaz, ze ciag ¢n(2) = (1 + £)"e " jest zbiezny monotonicznie i jednostajnie.



13

32. Pokaz, ze | > ,_, sinnz - sinn®z| < 1 dla kazdego = € R i kazdego n € N.

33. Udowodnij, ze podane szeregi sa jednostajnie zbiezne na R:

i sin nx i (—1)"sinnx i (=)™ sinmv(1 N m)n o i sinnx sinn’z
, , —)e ", .
n+ 2 n+ a2 vn+ zt n n+ a2

n=1 n=1 n=1 n=1

34. Pokaz, ze szereg > oo, (_nl,,)n jest zbiezny jednostajnie na [1,00).

35. Wykaz, ze szereg » -, %fzx) definiuje funkcje ciggla na R, a szereg > -, log" (1 + x)
funkcje ciagla na (£ —1,e — 1).



