9. Calkowanie

Zacznijmy'od podstawowego dla teorii catki pojecia podziatu. Podzialem odcinka [a,b] C R
nazywamy kazdy skoficzony zbiér P C [a, b] zawierajacy oba korice odcinka. Niech

a=zg <1 <xy< - <xp=">
beda punktami podzialu P. Odcinki

I = [z—1, Tk, <k<n,

1

bedziemy nazywali odcinkami podzialu P. Jedli f : [a,b] — R jest funkcja ograniczona, a P
podziatem [a, b], to liczby

n n

U(f7P):ZSUPf'|Ik|> L(faP)ZZinff'ukL

k=1 Ix il
gdzie |Ij| oznacza dlugo$é k-tego odcinka podziatu P, nazywamy odpowiednio gérng i dolng sumg
catkowq funkcji f.

9.1. Lemat. Jesli P C Q sq podzialami odcinka [a,b], a f jest funkcjg ograniczong na [a,b], to
L(f,P)<L(f,Q) <U(f,Q) <U(f,P).

Dowdd. Nieréwno$é¢ srodkowa jest oczywista, a nieréwnoéci skrajnych dowodzi sie podobnie. Do-
wiedziemy, ze U(f, Q) < U(f, P). Przez latwa indukcje dowdd sprowadza sie do przypadku, gdy
Q zawiera tylko o jeden punkt wigcej niz P. Niech wige P = {z;}7_, Q = PU{c} izp_1 <c<zy
dla pewnego 1 < k < n. Wtedy

n

U(f,P)=>_ sup f(x)(x;—z;1)

j=1 [®j—1,75]

=S swp fl)@ w0+ sup (@) (wh— wr1)

j#k [2j—1,3;] [Tk —1,7k]
>3 swp @) —aya)+ swp F(@)(e— wxn) + sup )k — o)
Gk [Ti—1:2] [zr—1,c] [e,xy]
=U(f,Q),
co bylo do okazania. O

9.2. Wniosek. Jesli P i Q sq podzialami odcinka [a,b], a f jest funkcjq ograniczong na [a,b], to
L(f,Q) <U(f, P).
Dowdd. Rzeczywiscie,
L(f,Q) < L(f,QUP)<U(f,QUP)<U(f,P)
na mocy lematu. O

Niech P oznacza rodzing wszystkich podzialéw odcinka [a, b]. Skoro kazda catkowa suma dolna
danej funkcji ograniczonej jest nie wieksza od kazdej sumy goérnej, zbiér wszystkich dolnych sum
catkowych jest ograniczony od géry, a zbiér wszystkich sum goérnych ograniczony od dotu.

Liczby

| f=ptuep. [ r=swip

Dzickuje Panu Tomaszowi Stachowiakowi za uwazne przeczytanie tego rozdziatu i cenne uwagi.
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nazywamy odpowiednio gdrng i dolng calkq Darboux funkcji f. Oczywiscie

[r<]s

9.3. Lemat. Jedli f,g sq ograniczonymi funkcjami na [a,b], a X > 0, to
/f+g</f+/97 /f+g /f+/g,
[resfs fusfs o=

Ograniczona funkcje f : [a,b] — R nazywamy calkowalng w sensie Riemanna, jesli jej calki
Darboux sg réwne. Ich wspolna wartosé nazywamy wtedy catkg Riemanna z funkcji f i piszemy

/[a,b]f_/abf_/abf(x)df—[‘f—/*f.

Rodzine funkeji catkowalnych na odcinku [a, b] oznaczaé¢ bedziemy przez R([a, b]).
Zauwazmy, ze

U(f,P)— L(f,P) = sup (f(z) — )Lkl = Q(f, P),

k z,y€ly

gdzie I}, sa odcinkami wyznaczonymi przez podziat P.
7 definicji catkowalno$ci funkcji wynika tatwo

9.4. Funkcja ograniczona f : [a,b] — R jest calkowalna, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € > 0
istnieje podzial P odcinka [a,b], taki ze

Q(f,P)<e
Z Lematu 9.3 tatwo wynika

9.5. Lemat. Jedli f, g sq calkowalnymi funkcjami na [a,b], a A € R, to

/f+)\g:/f+)\/g.

9.6. Lemat. Jesli f € R([a,b]), to |f| € R([a,b]).
Dowdd. Rzeczywiscie, dla kazdego podziatu P
Q(lf], P) <Q(f, P),
co wynika z nier6wnosci tréjkata. Zatem catkowalnosé f pociaga calkowalnosé | f]|. O
9.7. Jesli f,g € R([a,b]) i f <g,to[[f<[g. Wszczegdlnosci, jesli f >0, to [ f>0
9.8. Jesli f € R([a,b]), t0|f fl < f;|f|
Dowéd. Mamy f < |f|i—f <|f], wiec [ f < [|f| oraz — [ f < [|f]. Stad

[ 1< [in

9.9. Jesli f € R([a,b]), to f € R([e,d]) dla kazdego [c,d] C [a,b]. Z drugiej strony, jesli f €
R(la,c]) i f € R([e, b)), to f € R([a,0].

]



Dowdd. Niech P bedzie podziatem odcinka [a, b]. Niech

P'=(PnNled])U{cd}.
Zbioér P’ jest podzialem [c, d] 1 latwo zauwazyé, ze

Q[c,d] (fu Pl) < Q[a,b} (f7 P)7
skad natychmiast wynika pierwsza czesé tezy.

Jedli natomiast Py i Pa sa odpowiednio podziatami [a, c] i [¢,b], to P = P; U Py jest podziatem
[a, 0] i
Q[a,b] (fv P) < Q[a,c](fa Pl) + Q[c,b] (f7 P?)

Stad juz wynika druga czesé tezy. O

9.10. Jesli f € R([a,b]) ia<c<b, to

/abf=/:f+/cbf.

Dowdd. Wystarczy zauwazyé, ze jedli P; i Py sa odpowiednio podziatami [a, c] i [¢, b], to

U1, UP) = U P+ U, )

Srednicq podzialu P = {z;}7_o nazywamy liczbe

0(P) = max |v; — 2]

9.11. Twierdzenie. Jesli f : [a,b] — R jest ciggla, to jest calkowalna.

Dowdd. Niech € > 0. Funkcja f jest jednostajnie ciagta, wiec istnieje 6 > 0, taka ze

@) = fWl <= |-yl <d

Niech P bedzie podzialem odcinka [a, b] o $rednicy mniejszej niz d. Niech {Ij}?;ol bedg odcinkami
podzialu. Wtedy

n—1
Q(f, P) = ngp(f(w) — F))IL]
j=0 "I

c n—1
< D L=
Y.
7=0
co dowodzi naszej tezy. a

9.12. Przyklad. Rozpatrzmy bardzo prosty lecz wazny przyklad. Niech f(z) = 1 na odcinku
[a,b]. Wtedy dla kazdego podziatu P

L(f,P)=U(f,P)=b—a,

wiec f jest calkowalna i f; f=b—a.

Dla ograniczonej funkcji f : I — R wprowadZmy oznaczenie

[ £l = sup [f ()]
xel
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9.13. Lemat. Dla podzialéw P C Q odcinka [a,b] i ograniczonej funkcji f na tym przedziale
zachodzi nierdwnosé

U(f,P)<U(f,Q) +2|f-1Q\ P[-4(P),

gdzie |Q| oznacza liczbe elementéw Q.

Dowdd. Lematu dowodzi sie tatwo przez indukcje ze wzgledu na liczebno$é zbioru Q \ P.
O

9.14. Twierdzenie. Niech f € R([a,b]). Jesli {P,} jest ciggiem podzialow odcinka [a,b], takim
ze lim, 00 0(P,) =0, to

U(f,P)— s L(f, P,) — I
[a,b] [a,b]

Dowdd. Niech € > 0. Istnieje podzial @ odcinka [a, b], taki ze

U(f,Q) < f+e

[a,b]
Niech N bedzie tak duze, aby dla n > N byto
€
0(P,) < =
2[| 71

Na mocy Lematu 9.13
U(f,P.) <U(f, P, UQ)+2|fl[|QIo(Fy)

< f+2e,
[a,0]

co dowodzi pierwszej réwnosci granicznej. Z niej wynika juz druga. Rzeczywiscie,
lim L(f,P,) = lim —U(-f,P,) = —/ (=f)= /s
n—oo n—oo [(l,b] [a,b]
co konczy dowad. |
Niech bedzie dana funkcja ograniczona f : [a,b] — R i podzial P = {x; }§:0 tego odcinka. Niech

c=(c1,c2,...,Ck), ¢ € [zj-1, x4l
Wtedy sume
S(f.Pe) = flej)(x; —xj-1)
j=1

nazywamy sumgq riemannowskqg funkcji f wyznaczona przez podzial P i cigg punktéw posrednich
c.

9.15. Wniosek. Niech f € R([a,b]). Jesli P, jest ciggiem podzialdw o $rednicach zbieznych do
zera, to sumy riemannowskie S(f, Py, cn) daiq do calki z funkcji f.

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego n

wiec wystarczy zastosowaé poprzedni lemat i twierdzenie o trzech ciagach. O
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9.16. Przyklad. Scalkujmy funkcje cosinus na odcinku [0, a]. Funkcja ta jako ciagla jest catko-
walna, wiec mozna to zrobi¢ za pomoca sum riemannowskich. Niech

po )
" ) k=0

Wybierajac ¢, = @ i ktadac ¢, = (cx)k, mamy

n
a a
Sp = S(cos, Py, cn) = E —cos(k—1)-—
n n
k=1
n—1 . a (n—1)a
a a a singcos-H
=— E cosk—=—  ———="—,
n n o n sin 5

skad, jak tatwo widac,

a
. . a a .
cosxdx = lim S, = 2sin = cos = = sina.

0 n—oc 2 2

9.17. Przyklad. Obliczmy catke foa 2Pdx dla p > 0. Funkcja jest ciagla, wiec calkowalna. Jak
wyzej, postuzymy sie¢ sumami Riemanna. Niech P, i ¢, beda jak w poprzednim przyktadzie. Wtedy

n

n P erl n 54
PP N P R (P — g+l k=1 K
n npt+1 nptl

a
n\n
k=1 k=1
Pamiegtamy, ze
n
kP 1
lim Zk:l = ,
n—oo np+1 p + ]_
wiec
a p-‘,—l
/ zPdx = a4 .
0 P+ 1

Dla a > b oznaczmy

/ab F@)de = — /b F@)da.

Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnych a,b,c € R
b c b
IRRRATE:
a a C

Nie tylko funkcje ciagle sa calkowalne.
9.18. Kazda funkcja monotoniczna na przedziale [a,b] jest calkowalna.
Dowdd. Niech f bedzie monotoniczna i niestata. Wtedy f(a) # f(b). Niech £ > 0 i niech P bedzie

podzialem odcinka [a, b] o $rednicy

Mamy wéwczas

Qf, P) <Y [ f () = flar—)|(ze — z5-1) < S(P)|f(b) = fa)| =&,
O

n

k

€O pocigga nasza teze.
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9.19. Przyklad. Niech f bedzie funkcja na [0, 1] zdefiniowana tak:

gdzie a,, jest ciagiem monotonicznie zbieznym do a. Funkcja f jest nieciagta w nieskonczonej ilosci
punktéw, ale jest monotoniczna, wiec catkowalna.

O innych niecigglych funkcjach catkowalnych méwi kolejne twierdzenie.

9.20. Twierdzenie. Jesli ograniczona funkcja f na przedziale domknietym ma skoniczenie wiele
punktow niecigglosci, to jest catkowalna.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze jedynymi punktami nieciaglosci f sa konce przedziatu. Dla zadanego
0<e< b*?a niech P bedzie podzialem odcinka [a + €,b — €], takim ze

QbE(f,P) <¢

Taki podzial istnieje, bo funkcja f jest ciagla na [a+e,b—¢]. Niech Q = PU{a, b} bedzie podzialem
[a, b]. Jak latwo zauwazyé,
Q(f,Q) <4l flle +e = (“lfll + 1,
co dowodzi catkowalnosci f.
Jedli teraz c1,c0 < --- < ¢ sa punktami niecigglto$ci f, to na mocy pierwszej czeéci dowodu
funkcja jest calkowalna na kazdym z odcinkéw [a, c1], [cj—1, ¢j], [k, b] dla 2 < j < k. Zatem jest
calkowalna na

k
[a,b] = [a,c1] U U cj—1,¢] U [ck, b].

j=2
|
Przechodzimy do badania calki jako funkcji gérnej granicy catkowania.
9.21. Lemat. Jesli f € R([a,b]) i ¢ € [a,b], to funkcja
/ 7@ x € [a,b],
jest lipschitzowska.
Dowdd. Niech z,y beda punktami odcinka [a,b]. Wtedy
F(x / F(t)dt - / F(t)dt = / £(t)
wiec
F(@) - P <| [ 1@ < Mo~ ],
Yy
gdzie M = || f]]. O

9.22. Lemat. Jesli f € R([a,b]) i ¢ € [a,b], to funkcja

/ f @) x € [a,b],

jest rozniczkowalna w kazdym punkcie xo cigglosci f. Ponadto

F'(x0) = f(x0).
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Dowdd. Niech € > 0. Poniewaz f jest ciagla w x¢, wiec istnieje § > 0, taka ze |f(x) — f(x0)| < &,
oile |z — zg| < 0. Mamy zatem

_ zo+h
h n .,
a wobec
F(’I’O + h) B F(Zo) 1 /woJrh /ZEOJrh
_ < — )| dt
dla |h| < 4, co konczy dowdd. O

Z poprzednich dwoch lematéow wynika natychmiast podstawowe twierdzenie rachunku rézniczko-
wego 1 catkowego.

9.23. Twierdzenie. Jesli f € C([a,b]), to funkcja

/ f@t) x € [a,b],

jest rézniczkowalna w przedziale (a,b) oraz

d:z:/ f(@) (z), x € (a,b).

Zatem F jest pierwotng f w (a,b).
Mozna udowodnié¢ troche wiecej.

9.24. Whniosek. Jesli f € C([a,b]), to istnieje funkcja réiniczkowalna G : R — R, taka Ze
G'(z) = f(x) dla x € [a,].

Dowdd. Funkcje f mozna rozszerzy¢ do funkcji g ciaglej na calej prostej, kltadac

f(a), z<a,
g(x) = f(x)v T e [a'v b]v
Fb), z>b.

Niech ”
G(z) = / g(t)dt, z € R.

Na mocy twierdzenia funkcja G jest rézniczkowalna na calej prostej i G'(z) = g(z) dla z € R. W
szczegdlnosci

G'(z) = f(x), x € [a,b].

9.25. Wniosek. Jesli f € C([a, b)), F € C([a,b]) oraz F'(z) = f(z) dla = € (a,b), to

b
‘/f@ﬁ:F@—me
x) = /£ f(t)dt, x € [a,b)].

Wtedy (F — Fy)’ = 0 na (a,b), wiec F — Fy = ¢ na (a,b), a przez ciaglo$é takze na koncach
przedziatu. Stad

b
/ f)dt = Fo(b) — Fo(a) = (Fo(b) + ¢) — (Fo(a) + ¢) = F(b) — F(a),
tak jak chcieliSmy. O

Dowdd. Niech
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9.26. Przyklad. a) Mamy (sinz)’ = coszx, wiec
b
/ coszdr =sinb — sina.
b) Mamy (zP1) = (p + 1)aP, wiec

b
1
/xpdxzi(bpﬂ—apﬂ), a,b>0, p#—1.

p+1
c¢) Niech
o0
x) = Z anx”, lz| <,
n=0
gdzie r > 0 jest promieniem zbieznosci. Wiemy, ze
= a
F&0=§%n:fﬂ“, o] <1,

jest pierwotna f. Wobec tego dla [a,b] C (—r,7)

/f F(b) - Fla),

/Zanx dx_z a:l(bnﬂ ) Za"/

9.27. Jesli f,g € R([a,b]), to fg € R([a,b]).

Dowdd. Poniewaz

czyli

f(@)g(x) = f()g(y) < lglllf (@) = F)l+ [ Flllg(=) = 9(y)l,

wiec dla kazdego podzialu P
Q(fg,P) < llgl(f, P) + [ fI2g, P),

co pozwala wnioskowaé, ze iloczyn fg jest catkowalny, pod warunkiem ze obie funkcje f i g sa
catkowalne. 0

9.28. Twierdzenie (calkowanie przez czesci). Jesli f,g: (a —e,b+¢) — R sq rézniczkowalne w

sposob ciggly, to
b b
| fa)g @ia = - [ r@gtos

gdzie

Dowdd. Wiemy, ze
(f9)'(z) = f'(2)9(z) + f(x)g'(z), =z €(a—eb+e),

wiec calkujac obie strony i korzystajac z podstawowego twierdzenia, otrzymujemy

b b
f@WW#@M@sz@M®M+/fm’

skad juz natychmiast wynika wzér na catkowanie przez czesci. O



9.29. Przyktad. Mamy

x x T x
/ logtdt:/ t'logtdt = tlogt —/ dt = t(logt — 1)
a a a a
Zauwazmy tez, ze rzeczywiscie funkcja x — z(logx — 1) jest pierwotng funkeji logarytmicznej,

9.30. Przyklad. Niech m,n € Z i niech m # 0. Wtedy

x
a

o n 2
+ — cosnx cosmx dx
m Jo

27
Lym = / sin nz sin mx dx = n cos nx sin mx
0

27
= (2)2/ sin ma sin nx dx = (ﬁ)zfmm;
m 0 m
WIQC (]. — (%)Q)In,m =0, Sk@d
(9.31) . =0 Inl#ml,
’ +7, |n| = |m|.

9.32. Przyktad. Niech
g, = / L
o (1+az2)m

Oczywiscie, J; = arctg 1. Wyprowadzimy teraz wzér rekurencyjny na J,,. Mamy

1
x dx
Toir = Jp — R
! / SN

/1 rdx 1 n In
rs —mo ——— = —— -
0 (1+ 22)ntt 2n - 2n’

2n —1 1
Jnp1=———Jn + —.
et om " + 2n
W dalszych rozwazaniach duza role odegra ciag o wyrazach
4n
Wn = 75,8

)

9.33. Lemat. Niech I,, = foﬂ/2 sin” z dx. Wtedy

wiec, catkujac przez czedci,

otrzymujemy

s W,
9.34 Io, = , Ippi1 = ——.
(9:34) 7w, T on 1
Dowdd. Oba wzory wynikaja latwo z zaleznosci rekurencyjnej
n+1
9.35 Inio = ——1I,
( ) 242

ktéra bierze sie z calkowania przez czesci:

/2 w/2
Ihyyo = / sin" 2z dr = —/ sin"* z(cos x)’ dx
0 0

/2
=(n+1) / sin” zcos? xdx = (n+ 1)1, — (n 4 1)1, 10
0

Zauwazmy, ze ze wzgledu na to, ze sin0 = cos7/2 = 0, przyrosty wartosci funkcji we wzorze na
calkowanie przez czeéci znikaja. O

Z zaleznosci (9.35) wyplywa nastepujacy wniosek.
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9.36. Wniosek. Niech I, = foﬂ/Q sin” x dz. Wtedy

IQn

lim =1.

n—0o0 fon11
Dowdd. Rzeczywiscie, jak tatwo widzie¢

2n+1
Iopy1 < I2p < Iop1 = 5 Doy,
n
skad
1< IQn < 2n

h I2n+1 b 2n+1’
co pozwala wyprowadzi¢ nasza teze za pomocy lematu o trzech ciaggach.

9.37. Wniosek (wzér Wallisa). Jest

2n
T ) A
n—00 n n—00 n
Dowdd. Na mocy Lematu 9.33
™ Iop41
— =1 nI n = 12 : 3
202n +1) AT e
wiec
1
lim 2(2n + 1)I2, = —.
n—oo v
Prosty rachunek pokazuje, ze
(n+1/2)7?

202n +1)I3, = —
n

I jeszcze jedna retrospekcja.

9.38. Twierdzenie (wzér Stirlinga). Dla kaz’dego neN

V2T < < V2 el?n.

+1/2
Dowdd. Pamigtamy, ze
n!e" 1
A < W < Ae 12",
gdzie
. nle™
A:nh_{gosny Sn:W

Pozostaje wykazac, ze A = /2m. W tym celu zauwazmy, ze
s2 (n)2R2t12 \fw,

Som  (2n)In1/2 T pl/27

wiec na mocy wzoru Wallisa
2

A= lim 2o — V2,

n—00 Sopn

co byto do okazania.

I jeszcze jedno zastosowanie calkowania przez czesci — reszta Taylora w postaci calkowej.
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9.39. Twierdzenie. Niech [ bedzie funkcjg rézniczkowalng n razy w sposéb ciggly w otoczeniu
punktu a € R. Wowczas dla dostatecznie matych h jej reszta Taylora wyraza sie wzorem

! )'/h(h—t)"_lf(")(a—i—t)dt.
- Jo

Rp(h) = CE]

Dowdéd. Niech S,,(h) oznacza prawa strone wzoru. Gdy n =1

h
Si(h) = / f'(a+t)dt = f(a+h) — f(a) = Ru(h).

Przypusémy przez indukcje, ze S, (h) = R, (h). Wtedy, catkujac przez czesci, widzimy, ze

1 " 1 h
_ _ n\n g(n) - _ p\n—1 p(n)
Sua(h) = (=07 a 0| + [ = a
1
= 0" f"(a) + Ru(h) = Ruya(h),
czego nalezato dowiesé. (Il

9.40. Przykltad. Przypusémy, ze f € C([a,b]) nigdzie nie znika. Wtedy, jak tatwo sprawdzié,

d _['(=@)
3 Vo8 @) = 5
a wobec tego
P @)de (D)
55 e ey

Funkcje f'/f nazywa sie czesto pochodng logarytmiczng funkcji f.

A teraz wzoér na calkowanie przez podstawienie.

9.41. Twierdzenie. Niech u : (a —e,b+ ¢) — R bedzie rézniczkowalna w sposéb ciggly. Jesli

f € Clu(la,b])). to
u(b) b

/ f(z)de = / Flu()) (4)dy.
u(a) a

Dowdd. Niech u([a,b]) = [¢,d] i niech F : (¢ —e,d + ) — R bedzie funkcja rézniczkowalna, taka,
ze F'(z) = f(z) dla z € [¢,d]. Wtedy

d%F(U(y)) = F'(u(y))u'(y) = f(uy)v'(y)
dla y € [a, b], wiec
b u(b)
[t @iy = Pu®) - Fu(@) = [ fa)da,
a u(a)
co nalezalo pokazad. O

9.42. Uwaga. Jesli dodatkowo u' nigdzie nie znika, funkcja v ma odwrotng v i wzér mozna zapisaé
W nieco innej postaci:

Ié] v(B)
/ f(a)dz = / Fo @) () (9) dy.
a v(a)

Tak wigc w konkretnych sytuacjach mozemy dokonywaé¢ podstawienia x = u(y) lub y = v(x), przy
czym w drugim przypadku musimy pamietaé, ze v’(x) nie moze znikaé na przedziale calkowania.
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9.43. Przyklad. Aby obliczy¢ catke

f#fmﬁw

dokonujemy podstawienia x = y?, dr = 2y dy, ktére daje

I_/2 2y dy _2/2 dy
1 (T+92)%y 1 (T+y2)%

Ostatnig calke juz umiemy obliczy¢.

9.44. Przykltad. Rozwazmy catke

A d
[:/44414ﬂ
o Va2+2bxr+c
przy zalozeniu, ze odcinek [a, 3] lezy w obszarze, gdzie x? + 2bx + ¢ > 0. Rozwazmy najpierw
przypadek ¢ = b%. Wtedy 22 + 2bx + ¢ = (x + b)?, wiec

B dx B+b
I= =1 , b>0,
A zro fary 7

oraz

b dx a+b
/a wro gy P

Jesli ¢ # b?, stosujemy podstawienie
v=uv(x) = Va2 +2bx+c+x,
skad
dv  b+w

dv  v—g’
Aby upewni¢ sie, ze pochodna v’ nie znika, rozwigzujemy réwnanie
v(z) = —b, x € [a, B].
Po prostych przeksztalceniach dostajemy wykluczona mozliwosé ¢ = b%. Zatem v’ # 0 na [a, 3] i
catkowanie przez podstawienie daje

v(B) 1 v— 1 °(B) dw VB2+2b6B+etB g,
I— / dv = / _ /
v v(a) b +v Va24+2batct+a b +v
VB2 +208+c+B+b
VaZ+2ba+ce+a+b

Zauwazmy, ze jesli a + b > 0, otrzymujemy poprawny wynik, nawet jedli ¢ = b?. Podstawienie to
nazywa sie podstawieniem FEulera.

() v—z b+w

= log

I jeszcze jedno charakterystyczne podstawienie

9.45. Przyklad. Aby obliczy¢ catke

m™T—a d
I:/ ,x7 0<a<m/2,
a sin x

skorzystamy z podstawienia ¢ = tg(xz/2), ktére daje
2tg(x/2) 2t
1+tg?(x/2)  1+t2

1
sinz = dt = 5(1 + t%)dz,
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a wiec

I /tg<ﬂ/2—a/2> 1+ 2dt /th?—a/?) dt _ g /2~ a/2)
tg(a/2) 2t 1+t Jigay2) t tg(a/2)
Mozna uniknaé¢ podstawienia, jesli sie zauwazy, ze
1 3 +te’@/2) _ (tg(z/2))
sin x tg(x/2) tg(z/2)

jest pochodng logarytmiczna.

Przechodzimy do twierdzen o wartosci Sredniej dla catek.

9.46. Lemat. Jesli f € C([a,b] jest nieujemna i
b
IRCES
to f(x) =0 dla x € [a,b)].

9.47. Twierdzenie. Jesli f € C([a,b]), to istnieje ¢ € (a,b), takie ze

/f’ ()b - a).

Dowdd. Niech F € C([a,b]) bedzie pierwotna f na przedziale (a,b). Wtedy na mocy twierdzenia
podstawowego i twierdzenia Lagrange’a

/f F(b) - Fa) = F(¢)(b— a) = f(c)(b - a)
dla pewnego ¢ € (a,b).

9.48. Twierdzenie. Niech f,g € C([a,b]) i niech g > 0. Wtedy istnieje ¢ € (a,b), takie ze

[t =g [ gty

Dowdéd. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze A = f: g(z) dz = 1. Funkcja f spelnia nier6wnosci
m < f < M, gdzie m i M sa odpowiednio jej najmniejsza i najwieksza wartoscia w [a,b]. Stad
my(z) < f(x)g(z) < Mg(z) dla z € [a,b] i

/f

Funkcja f jest ciagla, a jej, wiec istnieje ¢ € [a, b], takie ze

/f

co juz jest niemal nasza teza. Pozostaje jeszcze wykazaé, ze ¢ mozna wybraé¢ z wnetrza odcinka.
Jesli f(c) =m, to

b
/Xﬂw—mmumxzm

wiec f(z) = f(c), tam gdzie g(x) > 0. Istnieje wiec wiele punktéw wewnetrznych odcinka [a, b],
ktorymi mozna zastapi¢ c. Podobnie rozumujemy w przypadku, gdy f(c) = M. Jedli za$ zaden z
tych warunkéw nie jest spelniony, to m < f(¢) < M. Niech m = f(dy) i M = f(d2). Na mocy
wtasnosci Darboux istnieje punkt

c1 € I(dl,dg) - (a,b),
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taki ze f(c1) = f(c), gdzie I(dy,d2) oznacza odcinek otwarty o koncach dy, ds. O

Zwr6émy uwage, ze pierwsze twierdzenie o wartosci sredniej jest szczegdlnym przypadkiem dru-
giego, wtedy gdy g(z) = 1 dla z € [a, b].
I jeszcze trzecie twierdzenie o wartosci Sredniej.

9.49. Twierdzenie. Jesli f € C([a,b]), a g: (a —e,b+e) — R jest rosngca i rézniczkowalna w
sposdb ciggly, to istnieje ¢ € (a,b), takie ze

/f z)dx = g(a /f )dz + g(b /f

Dowdd. Niech F : (a —,b+ ¢) bedzie pierwotna f na przedmale [a,b]. Wtedy

/ f(x)g(x)dz = /ab F'(z)g(z)dx = F(x - /ab F(x)g'(z)dx

a skoro ¢’ > 0, mozemy zastosowaé drugie twierdzenie o wartosci $redniej, by znalezé ¢ € (a,b),
takie ze

b b
/ f(@)g(z)dz = F(b)g(b) — F(a)g(a) — F(C)/ g'(x)dx

i po skorzystaniu z réwnosci

c b
PO~ Fla) = [ fla)ds,  F®)-F@ = [ fa)da

otrzymaé teze. O

9.50. Uwaga. Zalozenie rézniczkowalnosci funkcji g jest nieistotne. Mozna je obejéé¢ rozwazajac
odpowiednio dobrane riemannowskie sumy catkowe i stosujac przeksztalcenie Abela zamiast cal-
kowania przez cze$ci. Ambitny Czytelnik zapewne zechce sprobowaé tej ciekawej metody.

Do tej pory calkowaliémy funkcje ograniczone na skonczonych przedzialach. Gdy odrzuci sie
chociaz jedno z tych zalozen, sprawy sie znacznie komplikuja. Mamy wtedy do czynienia z calkami
niewlasciwymi.

Niech bedzie dana funkcja f : [a,00) — R. Jesli f jest calkowalna na kazdym przedziale [a, b] i
istnieje granica

b
I= b{m f(z)dx

a

to nazywamy ja calkq niewlasciwg (pierwszego rodzaju) funkcji f na [a,00) i oznaczamy

I= / " fa)da

Analogicznie definiujemy catke niewlasciwa

/a fl@)dx = , lim ’ flx)dx
— o ——00 Jp
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Niech bedzie dana funkcja f : [a,b) — R. Jedli f jest calkowalna na kazdym przedziale [a,t],

gdzie a < t < b, i istnieje granica
t
I= lim/ f(x)dz,
t—b a
to nazywamy ja calkg niewlasciwg (drugiego rodzaju) funkeji f na [a, b] i oznaczamy
b
1= / f(z)dx.
a

Analogicznie definiujemy calke niewlasciwg

b b
/ f@)dx =lim [ f(z)dzx

t—a t
dla funkeji f catkowalnej na kazdym przedziale [t,b] dla a < t < b.
9.51. Przyklad. Oto przyklady calek niewladciwych pierwszego rodzaju.

a) Rozwazmy calke
/ e dr=1—e*5 1.
0

/ e Tdr=1.
0

dr

1 T

* dz
>
1 X
o0
/ sinx dx
0

a
/ sinzdr =1—cosa
0

Mozemy wiec napisaé

Ta catka jest zbiezna.
b) Mamy tez

=logh % oo,

wiec

i catka jest rozbiezna.
¢) Calka

jest rozbiezna, bo wyrazenie

nie ma granicy, gdy a — oo.

d) Mamy
/a dt /arc tga(l Tt 9 )7n+1 J /arctga on_9 J
_— = xT Tr = COS X,
o X+ Jo & 0

o dt /2 /2
/ EEETIv :/ cos’" 2z dx :/ sin?" 2y dy = T,
o (I+22)n 0 0 2wy, 1

e) Ze wzgledu na rychle zastosowanie (patrz (9.55) ponizej) zauwazmy, ze

1 w/2 w
/ (1—2%)"dz = / sin®" gy de = —=
0 0 2n

wiec

9.52. Calka

dla o > 1 1 jest rozbieina dla o < 1.
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Dowdd. Przypadek a = 1 rozstrzygneliSmy juz wyzej. Dla a # 1

/ Ydr  u'tr—1
Lz 1l-—a ]
skad natychmiast wynika nasza teza. O

Rozwazmy teraz przyklad calki niewlasciwej drugiego rodzaju.

9.53. Przyktad. Mamy

1
=—14+¢(1—1loge),

g

1
/ logxdr = z(logz — 1)
€

wiec
1
/ log x dr = lim (1 +e(1- logg)) = _1.
0 e—0

Mozemy takze zamieni¢ te catke drugiego rodzaju na caltke pierwszego rodzaju przez podstawienie

z=1/y:

1 1/Elogydy
/logxda::—/ -
€ 1 Y

1 0o

1 d

/ logxd:c:f/ ogy2 y.
0 1 Y

1 [eS)
/ % dr = / Yy 2 dy.
0 1

L de 1

Stad

Innym waznym przykladem jest

9.54. Calka
0 QLT" o 1l -«
dla a < 1 17 jest rozbiezna dla a > 1.

A oto calki niewlasciwe, ktore warto zapamietaé¢. Pierwsza z nich to catka Poissona

(9.55) / ey = YT
; 2

Dowdéd. Mamy
1

< -
S 14 a2
wiec caltka jest zbiezna. Aby ja obliczyé, zauwazmy, Ze

n 2 \/E 2
I(n) :/ e " dx = \/ﬁ/ e " dy
0 0

oraz na mocy powyzszych oszacowan

1 oo
dz
n 1—22)"dz <1(n) < n/ —_—.
vi [[a=sra<am < vi [
Wstawiajac znane wartoéci calek widzimy, ze
UV iy < TV
2n+1 2W,—1

Ze wzoru Wallisa wynika, ze oba skrajne ciagi daza do @, skad nasza teza. (I

2
1—22<e™
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A oto calka zwana calkq Hilberta:
(9.56) / e = I,
0 2

Dowdd. Korzystajac z trzeciego twierdzenia o wartosci sredniej, widzimy, ze

b sin gz % sinx b sinz
dr — dz| = dx
o o Z a L

c : b .
<l‘/ Smwdm‘—i—l‘/ smxdm‘ <2(1+1)’
al ), = bl ). =z a b

gdzie 0 < a < ¢ < b. Stad wynika, ze nasza calka jest zbiezna. Jej wartos¢ obliczymy w nastepnym
rozdziale. (]

Jest jeszcze catka Eulera
I(z) = / t*~le~tdt, x>0,
0

ktéra definiuje funkcje zwana gammg Eulera. Ta calka jest suma dwdch calek niewtasciwych I'(z) =
I'i(z) + I'a(z), gdzie

1 00
Ty (z) :/ t* e tdt, Iy (x) :/ t* e tat.
0 1

Calki te sa zbiezne, co wynika z oszacowan

(9.57) et <0<t <,
oraz
1]+1)!
(9.58) t" et t?ﬁ*lM <C)t™2,  t>1

tle+1]+1
9.59. Funkcja T' ma nastepujgcg wltasnosé
(9.60) I(z+1) =al(x), x>0,

Dowdd. Rzeczywiscie, calkujac przez czedci, dostajemy

1/6 1/8 1/6
. r —t . r —t / z—1_—t
I(z+1) = lim tYe”'dt = lim (zt e +z t" e dt)
§—0 5 §—0 é 5

1/6

=z lim t"tetdt = 2T (z).
5—0 Js

9.61. Wniosek. Dla kazdego n € N
I'(n)=(n-—1), nc N.
Dowdad. Istotnie,

F(l):/ e tdt =1,
0

skad przez indukcje korzystajaca z (9.60) wynika teza. O

F(1> :/ e dy = ﬁ
2 ) 2

Zauwazmy jeszcze, ze
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9.62. Twierdzenie. Niech bedzie dana nieujemna funkcja F' € R(a,00). Zaldzmy, ze cigg funkcji
fn € R(a,00) jest wspdlnie ograniczony przez funkcje F, tzn.

[fo(@)| < F(z), a<z<oo,

1 jest zbiezny miemal jednostajnie do funkcji f. Wéwezas | € R([a,)) i

lim fn )dx = / fz

n—oo

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze funkcja f jest calkowalna na kazdym przedziale [a, b] jako jedno-
stajna granica funkcji catkowalnych i |f(z)| < F(z), wiec ma calke zbiezna.
Niech € > 0 i niech b > a bedzie tak duze, by

/bOOF(sc)d:E<5.
‘/amf(x)d$—Awfn($)d$‘<‘Abf($)—lbfn($)dx’+2€

oraz dzieki jednostajnej zbieznosci na przedzialach domknietych

b b
nlgréo/ fn(m)dx:/ f(x)dx

co dowodzi naszej tezy. a

Wtedy

9.63. Wniosek. Funkcja I' Eulera jest ciggla na (0,00).

Dowdd. Udowodnimy ciggloéé¢ funkeji I's. W przypadku I'y postepuje sie analogicznie.
Niech zy > 0 i niech z,, — x¢. Wprowadzmy funkcje

fu(t) =" te™t
Wiemy, ze f, = fo na kazdym przedziale [1,b]. Z drugiej strony
fu(t) <t

gdzie ¢ = sup{z,, : n € N}. Jako ze funkcja F(t) = t°e~! ma zbiezna calke, wnosimy, ze

lim Ty(z,) = lim ﬁ@ﬁ:/'hmmzmu@
co dowodzi cigglosci I's. O

Koficzymy ten rozdzial prostym, ale bardzo waznym kryterium catkowym zbieznosci szeregéw,
ktére mozna wykorzystywacé takze jako kryterium zbieznosci catek. Ustala ono réwnowaznosé po-
miedzy zbieznoscia pewnych szeregéw i pewnych catek niewlasciwych.

9.64. Kryterium (caltkowe). Niech bedzie dana dodatnia funkcja malejaca f na [1, 00). Wéwczas

oo

/100f(x)dx<oo = Zf(n)<oo,

n=1

a doktadniej

N N
S fn) / fe)ds <3 J0) NeN.

Zwroéémy uwage, ze kryterium to rzuca Swiatto na podobienstwo pomiedzy zagadnieniem zbiez-
noéci szeregdéw liczbowych i podobnym zagadnieniem dla calek niewlasciwych.
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9.65. Wniosek. Niech a € R. Wtedy

(oo} 1 oo
Z—<oo<:> — < 0.

a a
nzln 1 xT

Zadania

. Dla funkeji f i g niech fV g =max{f, g}, f Ag=min{f,g}. Pokaz, ze

ftg=fVg+fAg

Udowodnij tez, ze jeSli f i g sa ograniczone na przedziale domknietym, to

[r+foe frons frns

. Funkcja f jest catkowalna na odcinku I. Pokaz, ze takze funkcje sin f i 1/|f| sa calkowalne.
. Pokaz, ze wartosci podanych nizej ciagdéw sa réwne sumom catkowym odpowiednio dobra-

nych funkcji i w ten sposob oblicz granice tych ciagow:

2n 1 3n 1 ) n 1 n ' k
:kZE, b, = Z e Ch =" Zm, dn:Zsmﬁ.
=n

k=n+1 k=1 k=1

4. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ograniczona. Udowodnij, ze jesli f jest calkowalna na
odcinkach [a, c] i [¢,b], gdzie a < ¢ < b, to f jest calkowalna na [a, b].
5. Korzystajac z poprzedniego zadania, udowodnij, ze funkcja ograniczona majaca tylko skon-
czenie wiele punktow niecigglosci jest catkowalna.
6. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ograniczona, ktérej punkty nieciaglosci tworza ciag
zbiezny. Pokaz, ze funkcja f jest catkowalna.
7. Oblicz [[z]dz, [ ——1'o(x)a da.
8. Pokaz, ze funkcja f(z) =sin dlaz # 01 f(0) = 0 jest calkowalna na odcinku [—1,1].
9. Wiedzac, ze funkcja f : [-1.1] - R jest catkowalna, udowodnij catkowalno$é¢ funkcji g(z) =
f(|z|) i pokaz, ze fil g(z)dr = 2f0 x)dx.
10. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla i nieujemna. Udowodnij, ze ff f(z)dz = 0 pociaga f = 0.
11. Niech f € C([a,b]). Udowodnij, ze [, f = 0 dla kazdego odcinka domknictego I C [a, b]
pociaga f = 0.
12. Wykaz, ze jedli funkcja g : [a,b] — [0, 1] jest calkowalna, a f : [0,1] — R lipschitzowska, to
f o g jest calkowalna.
13. Sprawdz, ze kazda funkcja wypukla na odcinku domknigtym jest catkowalna.
14. Pokaz, ze
2 2
/ sin? zdx = / cos? xdx = .
0 0
15. Niech {w,} bedzie ciagiem wszystkich liczb wymiernych odcinka [0, 1]. Niech f bedzie

16.
17.

18.

funkcja Riemanna. Pokaz, ze lim,,— o f(wy,) = 0.

Udowodnij, ze funkcja Riemanna f : [0,1] — R jest calkowalna i oblicz jej calke.

Czy kazda funkcje ciagla na odcinku domknigtym mozna przedtuzyé¢ do funkcji ciaglej na
calej prostej?

Oblicz pochodne funkeji F(z) = [i sintadt, G(z) = [ e'®dt.
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.
30.

Wiedzac, ze funkcja g: [0 00) jest rosnaca, wykaz ze funkcja h(zx fo t)dt jest wypuktla,
a funkcja f(z) = L fo t)dt jest rosnaca.
Oblicz catki nieoznaczone:

2d z2d
[ [0 [t ade, [ ads, [ VT=smeds, [ VT ds,
T

ot | e s | g | i | s

Znajdz calki nieoznaczone:

2 +1 x? -1 x2dz x3dx dzr Tz +1
—dx, dx, , , , dx
x4 +1 x4 +1 x4 +1 rxt+1 4 +1 4 +1

[Aby obliczyé pierwsza calke, skorzystaj z podstawienia y = = — 1/z.]

Catkujac przez czeéci znajdz

1 2
/m" logxda:,/ (Oix> dx,/\/Elogzxdaj,/arctanxdx,/arcsinxdx,

1
/marctanx,dx7/log(a:+ 1+$2)dx,/sina:log(tgx)dm,/mlog (1+i>da:.

Scatkuj funkcje wymierne:

/ 2z +3 dx/ xdx / 210 dw / dz
(x=2)(xz+5) ") (z+1)(z+ x—|—3 x2—|—x—2 3 —1’

/ dx / rtdx / / / "
zt—1") z*+ 522 +4° (x—i—l :1:2+1 —|—J;2—|—1 14 gntl’

Scatkuj funkcje trygonometryczne:

. 3
. ) ) sin”
cos’ xdz, [ sin® zdz, | sin?zcos* xdx, | sin® z cos® x dz, —— dz,
costx
dx . dx dx
/?, sin 5z cos x dx, - , . [ tgd zde.
sin® sinz — 1 cosx—|—§

Oblicz f_ll sinhnz - sinhma dx dla n,m € N i udowodnij, ze funkcje a) {coskxz}}_,, b)

{sinh kz}7_,, c) {coshkz}?_, d) {e**}7_, tworza uklad liniowo niezalezny dla kazdego
n € N.

Oblicz a) [;'[z]sinmadz, b) [ m(z) sinTz da.

n—1/2
n

Pokaz, ze ciag u, = ( ) =4" (27?) jest malejacy i dazy do zera. [Skorzystaj ze wzoru

Wallisa.]

Korzystajac ze wzoru Wallisa, zbadaj zbiezno$é¢ szeregu potegowego > oo (27’:) ™ na kon-
cach przedzialu zbieznosci.

Pokaz, ze lim,,_, o0 foa sinnx dr = 0 dla kazdego a € R.

Udowodnij, ze

/2 1 1 2
lim \/71/ sin®" zde = —, lim \/ﬁ/ (1—2*)"de = ——.
n— oo 0 2 n— oo 0 ﬁ



31.

32.

33.
34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.
43.

44.
45.

46.
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Korzystajac ze wzoru Stirlinga udowodnij, ze

lim 1-3-5...(2n1).<2€)n\f2.

n— o0 n

W pole pod hiperbola y = 1/ na odcinku [n,n + 1] wpisz dwa trapezy wyznaczone przez
proste x =n, x =n+1/2 iz =n+ 1 oraz styczne do hiperboli w punktach © = n + 1/4,
x =mn+ 3/4 1 prosta y = 0, a nastepnie poréwnujac sume ich pél z polem pod hiperbola,
udowodnij nieréwnos¢

& n) 2\n+1/2 " n+3/a)  nr1/2
7/3
)/<oo

Sprawdz, ze 300 ("2

Niech a > |b]. Pokaz, ze (a + b)* = >"7"  (¢)a® b dla kazdego a € R.
Oblicz catke

1
/ z" log" x dz, n > 0.
0

Oblicz na dwa sposoby calke nieoznaczong [ v/'1+ 22 dz stosujac podstawienie a) Eulera,
b) hiperboliczne. Poréwnaj otrzymane wyniki.

Oblicz catki
dz dx /
—_—, _— Va2 —2x + 2dx,
/1Jr\/E r+vVat+ar+1

Niech f € C([0,7]). Pokaz, ze istnieje przedzial [a,b] C [0,7], taki ze [ f(z)sinzdz =
f; f(z)dx
Zapisz w postaci calkowej reszte R, rozwinigecia Maclaurina funkcji wykltadniczej.
Korzystajac z postaci catkowej reszty Taylora funkcji f € C™(a), wyprowadz znany wzor

4

dx
Pokaz, ze reszte R,, rozwinigcia Taylora funkcji f n-krotnie rézniczkowalnej w otoczeniu
punktu ¢ mozna zapisa¢ w postaci

n—1 1S
Ru(h) = iy [ £ @+ 9)is

dla pewnego & = £(h) € (0, h). [Zastosuj trzecie twierdzenie o wartosci éredniej.]
3(1— 2)wtdz.

Ron(f)(@) = Rp—a (f)(2), m>2.

Stosujac podstawienie % =1+ 2", pokaz, ze fo 1+z" =1 f

Oblicz dhugosé tuku a) paraboli y = 22 pomiedzy punktaml o odcugtych 011, b) krzywej
tancuchowej y = cosh x pomiedzy punktami o rzednych 11 2.

Oblicz pole i obwéd figury F = {(z,y) e R*: 0 <z < 1,22 <y < e*}.
Zbuduj przyktad ciagu funkcji ciaglych f,, na odcinku [0, 1] zbieznego punktowo do zera,

dla ktérego ciag catek fol fr nie dazy do zera. [W tym celu zmodyfikuj przyklad podany na
wyktadzie.|

Oblicz z definicji catki niewladciwe:

/°° a /°° "4z e*\/5
e *dx, 55
0 o l+z vz o \f
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47. Wykaz, ze podane calki sa rozbiezne:

/Md—x 1d—x /Oosinacdx /00 ¢ dx /00 du /00 du
RV (O R [ o) 200y logtz” )y wloga’
48. Oblicz calki

1 e’} 1 e’} o0
/ log xdx, / re “dx, / x log xdx, / e *sinxdx, / re “sinxdr.
0 0 0 0 0

49. Uzasadnij zbieznos¢ calek

* sin? x 2 U log bde b xda * logx
—dx, e ¥ dx, dx, , _ dx.
0 1+x2 0 0 1+ZE 0 6\/5*1 0 ex_l 1 1"’1:4

50. Pokaz, ze ciag ¢n(z) = (1 + £)"e " jest zbiezny monotonicznie i jednostajnie.

51. Pokaz, ze ZZ=1 sinnz - sinn?z| < 1 dla kazdego = € R i kazdego n € N.

52. Udowodnij, ze podane szeregi sa jednostajnie zbiezne na R:
2

i sin nx i (=)™ sinn:r7 i (=™ Sinnx(1 n E)”e’%. i sinnzsinn z

27 2 1 2
it — ntw — Vn+tuz n n+x

n=1

53. Pokaz, ze szereg > -, y” jest zbiezny jednostajnie na [1, 00).

54. Wykaz, ze szereg Y o, %ﬁl%) definiuje funkcje ciagla na R, a szereg > . log" (1 + )
funkcje ciaglyg na (% —1l,e—1).

55. Wykaz, ze szereg Y ., fg/ﬁlog(l + u?) du definiuje funkcje rézniczkowalna na (0, 00).

56. Niech f € CY(R) spetia |f(z)] < C(1+|z|)~ti|f'(z)| < (1+ |z|)~? dla wszystkich 2 € R
i pewnej stalej C' > 0. Calkujac przez czeéci, udowodnij, ze

s [ wa = 5(0)

]
a0+ T(a) Jo



