O SZEREGACH FOURIERA

1. WIELOMIANY I SZEREGI TRYGONOMETRYCZNE.

Funkcje postaci
N .
T(z) = Z crek?
k=—N

nazywamy wielomianem trygonometrycznym. Jak wida¢, wielomian trygonometryczny jest
funkcja okresowa o podstawowym okresie 27 i ma nieskonczenie wiele pochodnych, ktore
sa takze wielomianami trygonometrycznymi.

Bardzo waznym waznym przykltadem jest funkcja

UL o sin(2m +1)%
m () E e 1+2 E cos kx -
k=—m k=1 2
zwana jgdrem Dirichleta. Zauwazmy, ze

1 27
— D,, =1.
27r/0 (x) dx

Gtczynniki wi i 7 7 W ¢ 767, wanie.
Wspélczynniki wielomianu trygonometrycznego mozna ,wytuskaé¢” przez catkowanie

1.1. Jesl
N .
T(z) = Z cpet®,
k=—N

to
1 /" -
Ck / T(x)e ™ dg.

= g .

Przypuéémy, ze f : R — C jest funkcja okresows o okresie 27 i catkowalng w sen-
sie Riemanna na odcinkach domknietych. Klase takich funkcji bedziemy oznaczaé przez
Rax(R). Dotychczasowe rozwazania nasuwaja mys$l o przedstawieniu funkeji okresowych
jako szeregow trygonometrycznych, to znaczy szeregéw postaci

S(z) = Z e,

n=—oo

gdzie

(1.2) Cn = % /7; f(z)e™ d.

Widzimy, ze sumy czedciowe szeregu trygonometrycznego sa wielomianami trygonometrycznymi.
Tak zbudowany szereg trygonometryczny nazywa sie szeregiem Fouriera funkcji f. Aby to
zaznaczy¢, piszemy
o ) N 1
fr Y Fmen, fa) = o

n=—oo

/_7; f(z)e™ dx.
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Sume cze$ciowa szeregu Fouriera funkcji f bedziemy zazwyczaj oznaczaé przez
Sn(fix)= Y fk)e™.
|k|<N

1.3. Jak ltatwo widad,

N 1 fm

ol <5 [ 1f@lds,  neN.

™ J—m

1.4. Jedli

[ee]

Z len| < oo,

n=-—oo
to szereg trygonometryczny

S(z) = Z cne™®

n=-—oo
jest zbieiny jednostajnie. Ponadto, dla kazdego n € N
S(n) = ¢,

Dowdd. Jednostajna zbiezno$¢ szeregu S(z) wynika z kryterium Weierstrassa. Mamy bo-
wiem

lene™| < lenl-
Stad tez wzory na wspétezynniki otrzymujemy catkujac jednostajnie zbiezny szereg S(x)e™ "
wyraz po wyrazie. U

1.5. Przyklad. Niech

x
u(z) :m(ﬁ), rER
Mamy
1 27 2 1
_ = Zde = =
O ol 20T 2
oraz dlan # 0
1 [z xe T 2m 1 2m i
- LTI o — _ —inx g
= or 0 o7 o 472in lo 47r2n/o © R

wiec
1 0 & (=D, 1 Xsinn
=D Dt P Sher

n=1

jest szeregiem Fouriera naszej funkcji. Szereg ten, jak wiemy, jest zbiezny w kazdym punk-
cie. Ale czy do funkcji u? Zwroémy tez uwage, ze wspotczynniki tego szeregu nie spetniaja
warunku bezwzglednej zbieznosci, ktéry postulowali$émy w (1.4).

1.6. Przyklad. Niech v bedzie rozszerzeniem do funkcji okresowej funkcji x — |z| z
odcinka [—7, 7). W odréznieniu od funkeji u funkcja v jest cigglta. Mamy

=— dr = — de = —
=73 /W\xl, x /0 Tdr = o

1 = —1) -1
cn:—/ \x|cosn1‘d$:L,
o J_» 2

idlan#0



skad tatwo otrzymujemy
4cos(2k — 1)x

*_Z 7(2k — 1)2

Ten szereg Fouriera jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie. Ale czy do funkcji v?

Wréémy do ogdlnej teorii i zapytajmy: Czy szereg Fouriera funkcji f jest zbiezny do
funkeji f przynajmniej w niektérych punktach? A moze wszedzie? Jedli tak, to czy tylko
punktowo, czy jednostajnie?

Niestety nasz Swiat nie jest idealny. Zdarza sie, ze szereg funkcji Fouriera funkcji ciggtej
nie tylko nie jest zbiezny do funkcji, od ktérej pochodzi, ale jest wrecz rozbiezny w bardzo
wielu punktach. Dlatego bedziemy si¢ starali ustali¢ kryteria, ktéra zapewia zbieznosé
w ustalonym punkcie, a takze zbiezno$¢ punktowa wszedzie; czasem nawet jednostajna.
Chcemy oczywiscie takze wiedzieé, czy szereg Fouriera jest zbiezny do funkcji, od ktorej
pochodzi.

1.7. Jesli funkcja f € Con(R) ma zerowy szereg Fouriera, to jest funkcjq zerowq.

Dowdd. Niech f € Cor(R) iniech jej wspOlczynniki Fouriera beda wszystkie zerowe. Przy-
pu$émy nie wprost, ze istnieje jednak punkt a € [—m, ), taki ze f(a) # 0. Nietrudno zre-
dukowaé zagadnienie do sytuacji, gdy a =01 f(z) > A > 0 dla |z| < §, gdzie 0 < 0 < 7/2.
Niech

Ts(xz) =1+ cosz — cosd, z € R.

Ts jest wielomianem trygonometrycznym, takim ze
|T5(z)| <1, § <|z| <, oraz Ts(x) > M >0, |z| <J/2.

Jak wiemy, dla kazdego N potega T, 5N jest tez wielomianem trygonometrycznym, wiec
wobec zalozenia o znikaniu wspolczynnikéw Fouriera mamy

/Tr f(@)Ts(z)Nde =0, NeN,

a wiec

| t@Te) Y de = [ )T d.
5<zl<n

lol<s

Pokazemy, ze ostatnia réwnos¢ prowadzi do sprzecznosci. Rzeczywiscie, lewa strona szacuje
od goéry sie przez

Lyl < [ 1f(@)lds,

a wiec jest ograniczona niezaleznie od N, natomiast prawa spelnia oszacowanie od dotu
Py > / F(@)Ts(@)N de > MY As
|z|<8/2

a wiec dazy wraz z N do nieskonczonosci. O



2. JADRO DIRICHLETA.

Naszg teorie zaczniemy od wyrazenia sum czeSciowych szeregu Fouriera w zamknietej
formie, w ktorej tatwiej bedzie je badad.

2.1. Lemat. Niech f € Roz(R) i niech Sy, (x) = Sy (f,x) bedzie sumg czesciowq szerequ
Fouriera f. Wtedy
m -1
27r/ ug (@ = t)dt.

Dowdd. Rzeczywiscie,

1 /= it
9= 5 fore =g [Lao( £ )
% f(t)D (:c—t)dt:217r/_7;f(x+t)Dm(t)dt

O

Czytelnik nie powienien sie¢ zdziwi¢, gdy powiemy, ze w calej teorii kluczowa role od-
grywaé bedzie caltka Dirichleta

1
o | f(w — 1) D (1) dt.

2.2. Lemat (Riemann-Lebesgue). Niech f € R([a,b]). Wtedy

b A
lim / f(z)e"*dx = 0.

n—oo a

Doktadniej, dla kazdego n € Z

27
< sup Q(fvp)ﬂLHfHoo*

z)e™ dx
§(P)<2r/|n| n|

Dowdd. Nietrudno zagadnienie sprowadzi¢ do przypadku, gdy a = 0. Dla kazdego n € Z
zdefiniujmy podzial odcinka [0, b] w nastepujacy sposéb. Niech
2k
=" g< N -1,
n

gdzie N jest wybrane tak, by 2AN=Um ) < 2N ponadto niech x ~N = b. Nasz podz1al to

B Il

P, = {zp}_,. Jego odcinkami sa I}' = [z}, z}, ], a Srednica wynosi 6§(P,) = Inl Wtedy

N-1

b
/ zn:cdx_Z/ 1nxdx_zsk7
0

k=0
gdzie

Sn— / T (f@) - fap) et dn,  0<E<N -2,

n
wTL
k+1 -
/ e dr =0,
xn

k

co wynika z faktu, ze



oraz

ko= [ (@ - s@ho)e s S [ ean

n
N-1 N—-1

Zatem, dla kazdego 0 < k < N — 2
[SEl < sup (f(x) = f(y)1F|

z,yely
oraz
1Syl < sup (f(x) = FW) N1l + | flloo[ TR—1l-
zyely_ 4
Ostatecznie,
2)e™ dx| < QUf, ) + IIfHoo| E
gdzie §(P,) = In\’ skad natychmiast wynika nasza teza. O

2.3. Wniosek. Wspdlczynniki Fouriera funkcji f € Ror(R) znikajg w nieskonczonosci.

Lemat Riemanna-Lebesgue’a pozwala dostrzec wazny zwiazek miedzy catka Dirichleta
i catka Hilberta.

2.4. Wniosek. Dla kazdych0 < a<b<m
B t
/ Da(t) dt = / % dt + 2,

gdzie Ay = (n+3)a, B, = (n+3)bie, — 0. W szczegdlnosci,

t)ydt| < C

niezaleznie ani od 0 < a < b <7, ani odn € N.

Dowdd. Rzeczywiscie,

b2
/D nat=2 [ Da(2t)dt
a/2

b/2 9 1)t b/2
a/2 t a/
gdzie
1 1 t—sint r3(t) ;
D=Gmi 1~ == t)] < clt]?,
TO= 5071~ tsint ey @<l

jest funkcja calkowalng. Po zamianie zmiennej

Bn t
/D £ dt — / SlTnstn,

gdzie €, — 0 na mocy lematu Riemanna-Lebesgue’a. O
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2.5. Przyklad. Zauwazmy mimochodem, ze dla a = 0, bn = m mamy

T (n+3)7 o t
7r:/ Dn(t)dt:Q/ L P
0 0 t

o0 @1 t
[tz
0 t 2

ObliczyliSmy wartosé¢ catki Hilberta.

wiec

Oto najwazniejsza wlasnosé jadra Dirichleta.

2.6. Wniosek. Dla kazdej funkcji f € Ror(R) i kazdego § > 0
lim_ f(@ —y)Dn(y) dy =0,
e Joylsm

przy ustalonym x.

Dowdd. Zauwazmy, ze
sin(2n +1)%
| fa-wDiwdy = | flo—y) R0 g
5<]yl<m o< |y—a|<m sin £

=2 f(z —2y)g(y) sin(2n + 1)y dy,
5/2<|y|<m/2

gdzie
1
9(y) = 4 "
Dla ustalonego x teza wynika z lematu Riemanna-Lebesgue’a. ([

3. KRYTERIA ZBIEZNOSCI

3.1. Twierdzenie (kryterium podstawowe). Niech f € Rar(R). Szereg Fouriera funk-
cji f jest zbiezny w punkcie x do wartosci f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0
istnieje 6 > 0, takie Ze dla dostatecznie duzych n

’/N (fl@=1) = J(@) Da(tydi| <.

Dowdod. Mamy
1

= o
= J,y (e =0 =1@)at)

* % /5<|t<7r (f@=1) = 1) Dalt) at.

Jak widaé¢ z Wniosku 2.6, druga catka dazy do zera, wiec wszystko zalezy od zachowania
sie pierwszego sktadnika, a to jest wladnie nasza teza. O

Sulw) = f@) = 5= [ (fo =0~ (@) Dalt)dt

—Tr



3.2. Wniosek. Jezeli funkcja f € Rox(R) spelnia warunek
[f(z) = f(a)] < Clz —al,
to jej szereg Fouriera w punkcie a jest zbiezny do f(a).

3.3. Wniosek. Jezeli funkcja f € Ror(R) jest rézniczkowalna w punkcie a, to jej szereg
Fouriera jest zbiezny do niej w tym punkcie.

3.4. Przyktad. Funkcja u jest rozniczkowalna poza punktami postaci 2kmw. Dlatego

oo .

m™—X S1In nx

5 :E — 0<x<2m,
n=1

cho¢ tu zbieznos¢ nie jest jednostajna. W szczegdlnosci, podstawiajac = 1, otrzymujemy

[e.o]

Zsinniw—l
— n 2
n=1

3.5. Wniosek (zasada lokalizacji). Jesli f,g € Roz(R) i f(x) = g(z) w otoczeniu
punktu a € R, to

n%gnoo Sm(f, (Z) - Sm(g, a) = 0.

Dowdd. Istotnie,

Sm(fsa) = Sm(g,a) = Sp(h, a),
gdzie h = f — g znika w otoczeniu a. Zatem h jest rézniczkowalna w a, h'(a) = 0 i na
mocy Wniosku 3.3

lim Sy, (h,a) =0.

m—00

O

Zasada lokalizacji mowi, ze zbieznos¢ szeregu Fouriera w danym punkcie a i jego suma
nie zaleza od tego, jak funkcja sie zachowuje z dala od tego punktu. Dlatego, badajac
zbieznos¢ szeregu Fouriera danej funkcji w ustalonym punkcie, mozemy ja zawsze zmo-
dyfikowaé poza (nawet bardzo malym) otoczeniem tego punktu, jesli to tylko upraszcza
zadanie.

3.6. Twierdzenie (trzecie o wartosci Sredniej). Niech f € R([a,b]) i niech g : [a,b] —
R bedzie monotoniczna. Wtedy istnieje a < ¢ < b, takie ze

[ s@o@ dr = g(@ [ 1@y az-+90) [ S0

a
Dowadd. Zauwazmy, ze bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze g jest malejaca, a ponadto
g(a) =11 g(b) = 0. To redukuje nasze zadanie do znalezienia ¢ € [a, b], takiego ze

b c
| f@)gta)do = [ s
Niech P = {z}} bedzie podzialem odcinka [a, b]. Mamy

C

Th+41

b N-1 N-1 Th41
[ t@g@da= 3 [ f@glarde = Y gl [ @) de+ B(.9.P),
@ k=0 "%k k=0 Tk
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gdzie

f797 Z /karl —g(ZL'k)dZE

Nietrudno zauwazy¢, ze

(3.7) 1E(f, 9, P)| < | fll0c€2(g, P) < || flloc0 (P).
Niech

Przez przeksztalcenie Abela

Thr N-1
zxm%/ Fla)de = 3 gle)(Flanp — F@n)
k=0
N-1
= D (9(@k) — 9(@p41)) F(T41),
k=0
gdzie ostatnia suma spelnia ograniczenia
N—1
m < Y (g(ar — g(wps1)) F(ape1) < M.
k=0

Tutaj m = inf F(z), M = sup F(x). Zatem

m+Efg, /f <M+E<f7gap)7

co wobec dowolnosci P oraz (3.7) daje

m < /abf(x)g(x) dr < M

Funkcja F' jest ciagla, wiec istnieje ¢ € [a, b], takie ze

[ s@@ydr = F o)

a to juz jest nasza teza. O

3.8. Twierdzenie (kryterium Jordana). Niech f € Ror. Niech dla pewnego a € R
funkcja f bedzie monotoniczna na przedzialach (a—h,a) oraz (a,a+h) dla pewnego h > 0.
Wtedy

fla—0)+ f(a+0)

Jim Sn(f,a) = 5

Dowdod. Mamy

S.(f.a) - fla—0)+ f(a+0)

: = o [ St Dty dy S fa—0)

+om [T fat 9)Duw) dy - (-t -0
= A, + By.



Pokazemy, ze
A——l /Of(+)D()d—1f( -0)—0
- - .
" on ). aTy)nly)ay 9 a

Dowdd, ze B, — 0 jest analogiczny. Zmienmy najpierw wartos¢ f w punkcie a, kladac
f(a) = f(a—0), co w niczym nie zmienia wspélczynnikéw Fouriera funkcji f. Wtedy

n—oo n—0o0

0
lim A, = lim / fla+vy)Dn(y)dy,
—h
wiec na mocy trzeciego twierdzenia o wartosci Sredniej

lim A, = (f(a~ 1)~ f(a)) [ Duly)dy =0,

n—oo —h
bo calki .
/_ . Dy (y) dy

sg wspoélnie ograniczone. O

4. APROKSYMACJA JEDNOSTAJNA

4.1. Lemat. Dla kazdej funkcji f € Cor(R) i kazdego § > 0

lim f(x —y)Dn(y)dy =0,
=00 Jo<|y|<m

jednostagnie wzgledem x.

Dowdd. Przypu$émy, ze jest przeciwnie. Wtedy istnieje liczba dodatnia ¢, ciag xy, € [0, 27]
oraz ciag indeksoéw np — oo, taki ze

> cC.

/ f(xk —y) Dy (y) dy
S<]y|<m
Mozemy dodatkowo zatozyé, ze xj — xg. Niech

Ay = / f(xr — y) Dy, (v) dy, By, = / f(xo —y)Dn, (y) dy
I<lyl<m S<lyl<m

Wtedy
1
A — By| < —— Ty —Yy) — flxo—y)|dy — 0O,
| A k|\81n6/2 5<M@!f( n—Y) = flzo—y)ldy
co daje sprzecznosé, bo |Ag| > ¢, natomiast By — 0. O

4.2. Twierdzenie. Jesli f € Cor(R) spelnia warunek Lipschitza, to szereg Fouriera f
jest zbiezny do f jednostajnie.

4.3. Wniosek. Jesli f € Cor(R) jest kawalkami liniowa, to szereg Fouriera f jest zbiezny
do f jednostajnie.

4.4. Twierdzenie (Weierstrass). Dla kazdej funkcji f € Cor(R) i kazdego ¢ > 0,
istnieje wielomian trygonometryczny T, taki Ze

|f(z) —T(x)| <, z € R.
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Dowdd. Niech ¢ > 0. Skoro f : [0,27] — R jest ciagla i f(0) = f(2n), istnieje funkcja g
kawalkami liniowa, taka ze g(0) = ¢g(27) oraz

If(z) —g(z) <e, 0<ux<2m.

Wynika to tatwo z jednostajnej ciaglosci f. Rozszerzmy g do funkcji okresowej. Jej szereg
Fouriera jest zbiezny do niej jednostajnie, wiec dla pewnego n

lg(x) — Sn(g,x)| < &, x € R.
Ostatecznie
[f(z) = Snl(g,2)] <2, z€R,
gdzie T'(x) = Sy (g, x) jest zadanym wielomianem trygonometrycznym. O

5. APROKSYMACJA KWADRATOWA

5.1. Jesli f,g € R([a,b]) ff g(z)dz =0, to
b
[ @+ g@) d:v—/lf ot [l d

5.2. Wniosek (aproksymacja kwadratowa). Niech f € Ror(R). Jesli Ty jest wielo-
mianem trygonometrycznym stopnia N, a SN sumq czesciowq szerequ Fouriera funkcji f,
to

/7r ‘f(x)_SN(x)’2dg; </7r ’f(x)_TN($)‘2dx7

—T —T

Dowdd. Przez bezposrednie catkowanie sprawdzamy, ze

(5.3) /” (£(x) — Sy (@)) T () da = 0,

—T

wiec na mocy (5.1)

/_7; ‘f(:r) — TN(JL')’de = /_7; f(z) — SN(x)‘de + /_7; ‘SN(x) — T (z)

skad natychmiast wynika nasza teza. O

‘ 2

dx,

Istnieje wiele réznych sposobow mierzenia, jak bardzo réznia sie od siebie dwie funkcje.
Na przyktad

If = 9lloo = sup [f(x) —g()]

z€[a,b]
nazywa sie odleglosciq jednostajng. Jest tez odleglosé catkowa
I =gl = — / (@) - g(a)] da.
Jeszcze inng odlegloscia jest
1/2
15—l = (5 [ 1162) — glaf?a)

zwana $redniq odleglo$ciq kwadmtow@. Wnhniosek 5.2 mozna wiec sformutowaé i tak:

5.4. Wniosek. Sposréd wszystkich wielomiandw trygonometrycznych stopnia N suma cze-
Sciowa szeregu Fouriera Sy (f,x) naglepiej przybliza funkcje f € Cor(R) w sensie $redniej
kwadratowey.
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5.5. Wniosek (tozsamos¢ Parsevala). Dla kazdej funkcji f € Raor(R) zachodzi rownosé

[e.9]

o [ farde= 3 (7P

k=—00

Dowdéd. Dla € > 0 niech ¢ bedzie funkcja kawatkami liniowsa, taka ze
If =l <e.

Niech teraz T bedzie wielomianem trygonometrycznym stopnia N, takim ze ||[¢—T||o < €.
Zatem

If =Tl <[lf =Tlh <[If =@l +lle =Tl <e+llp =Tl < 2.

Niech
Sn()= Y fln)e™
[n|<N
bedzie sumg cze$ciowa szeregu Fouriera. Bezposrednim rachunkiem przekonujemy sie, ze

1 27 ~
o | @Sy @ de = 3 1)
0 Inl<N
i podobnie jak w (5.3)
2w

i SN(x)(f(a:) - SN(:U)) dz = 0.

Zatem na mocy (5.1)

L@k de = Y FmP o [ |f@) - Swia)] d
— T T = n +7/ x)— Sn(x €T,
2w Jo <N 27 Jo
co pokazuje, ze
T2 Lo 2
S FmlR <y [ f@)Pde,
= ™Jo
n=-—oo
a z drugiej strony na mocy najlepszej aproksymacji kwadratowej
o | @R dr = 3 (feP o [ @) - T@] de < 3 T + 42
21 Jo 2w Jo —
In|<N n=-00
Wobec dowolnosci €, to konczy dowdd. O

5.6. Uwaga. 7 naszego dowodu widaé¢, ze chociaz szereg wspolczynnikow Fouriera nie
zawsze jest bezwzglednie sumowalny, to jednak zawsze jest sumowalny z kwadratem.

5.7. Przyklad. Wréémy do funkcji u(x) = m(%), dla ktérej

1 /27 9 1 27r2 2
;/0 u(z) da::m/o a:da::§.

Wstawiajac obliczone wezeéniej wartosci wspdtezynnikéw Fouriera do rownania Parsevala,
otrzymujemy

1 > 1 2

4 —_— =,

2 Z m2n2 3

n=1
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a stad raz jeszcze

i I 72
72 —_ .
—n 6

6. ZADANIA

. Pokaz, ze dla kazdego n € Z funkcja F,(x) = SB1 jost wielomianem trygonome-

sinx

trycznym.
. Dane sg dwie funkcje A, B € Cs; o jednostajnie zbieznych szeregach Fouriera.
Pokaz, ze
A(z)B(z) = Z cne™, Cp = Z A(k)B(n — k).

n=-—oo k=—o0

Uzasadnij zbiezno$¢ powyzszych szeregow.

~

. Niech f € Rax. Sprawdz, ze wspolezynniki a, = f(n) + f(—n) dla n € Z, oraz

b, =i(f(n) — f(—n)) dla n € N wyrazaja si¢ wzorami

1 /7 1 /7
ap, = —/ f(x) cosnx dx, by, = —/ f(x)sinnx dx.
T Jx T Jr

. Znajdz szereg Fouriera funkcji a) fi(z) = sgn(z), b) f2(z) = X[o 4 (¥), gdzie —7 <

a<b<m,c) f3(xr) =x(27 — z) okredlonych w przedziale (—m, 7| i przedluzonych
okresowo na R. Przeprowadz dyskusje zbieznosci tych szeregéw.

5. Rozwih w szereg Fouriera funkcje sinz i [sinz| i cos™x dla m € N.

10.

11.
12.

o~

. Zal6ézmy, ze znamy wspoélezynniki Fouriera f(n) funkcji f € Car. Znajdz wspélezyn-

niki Fouriera funkcji pierwotnej F', takiej ze F'(0) = 0. Wykaz, ze szereg Fouriera
pierwotnej jest absolutnie zbiezny.

. Niech f € CL . Pokaz, ze f'(n) = inf(n) dla kazdego n.
. Funkcje f definiujemy przez f(x) = sinz/2 na odcinku (—m, 7] i przedtuzamy do

funkcji okresowej na R. Znajdz jej szereg Fouriera i pokaz, ze w kazdym punkcie
jest on zbiezny do f.

. Niech f € Ra bedzie zadana wzorem f(x) = \/|x| w przedziale (—m, w]. Pokaz, ze

o

> fmP=3 X fm)=o.

n=—oo n=—oo

Niech f € Rar bedzie zadana wzorem f(z) = e w przedziale (—m,7]. Oblicz jej
wspbélezynniki Fouriera, a nastepnie za pomoca tozsamosci Parsevala wyprowadz
wzor .
1 7 sinh(27
1+2>° 5 = — (2 ).
—l+n 2sinh*

Oblicz sume szeregu » > m

Udowodnij, ze¢ Lemat 4.1 pozostaje w mocy, gdy f € Rar(R).



