UWAGA: Zaczniemy od wykladu 5 pazdziernika (czwartek) o godz. 10.15 w sali 711

Teoria dystrybucji — wyklad do wyboru
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Definicje sa po to, by utatwia¢ wystawianie sie i porozumiewanie. Z punktu widze-
nia analizy podobna role petni teoria dystrybucji. Z formalnego punktu widzenia mozna
ja uznac za czes¢ teorii lokalnie wypuktych wektorowych przestrzeni topologicznych. W
gruncie rzeczy chodzi jednak o stworzenie wygodnego jezyka dla teorii réwnan réznicz-
kowych czastkowych, ktéry pozwala ominaé¢ wiele pozornych trudnosci teoretycznych i
wiele prawdziwych trudnosci komunikacyjnych.

Teoria dystrybucji wyrasta z ,funkcjonalnego” sposobu patrzenia na obiekty analizy.
Dobrym punktem wyjscia jest twierdzenie Riesza, zgodnie z ktérym kazdg ograniczong
znakowang miare borelowska p € M(R™) mozna utozsamié z ciagltym funkcjonatem ¢ na
przestrzeni Co(R"™) znikajacych w nieskonczonosci funkeji ciagtych z norma supremum.
Mamy wtedy

ou(f) = | flx)pldr),  feCo(R"),
Rn
gdzie, jak dobrze wiadomo, przyporzadkowanie
M(R") 3 1 = ¢, € Ci(R)

jest izometrig.

Jest jasne, ze jesli w powyzszym przykladzie przestrzen Cy(R™) zastapimy jej gesta
podprzestrzeniag wyposazona w mocniejsza topologie, na przyktad przestrzenig Schwartza
S(R™) szybko znikajacych w nieskonczonosci fukeji gtadkich z odpowiednig rodzina p6t-
norm, jako przestrzen sprzezong otrzymamy duzo bogatsza przestrzen, w naszym przy-
padku §*(R"), zawierajaca w sposéb naturalny wszystkie znakowane miary ograniczone
i funkcje catkowalne w sensie Lebesgue’a. W szczegolnosci elementami S* beda wszystkie
funkcjonaty postaci

f—= D f(0),

czyli pochodne czastkowe wszystkich rzedéw ocenione (na przyktad) w zerze. Ta prze-
strzen nazywa sie przestrzenia dystrybucji temperowanych.

Na przestrzen dystrybucji mozna rozszerzy¢ wiele operacji analizy, takich jak mno-
zenie, splot, rézniczkowanie, catkowanie nieoznaczone. Dotyczy to takze transformaty
Fouriera, ktéra staje si¢ automorfizmem przestrzeni Schwartza S(R?).

Aby nie poprzesta¢ na ogoélnikach, oto interpretacja twierdzenia Gaussa-Greena w
jezyku teorii dystrybucji:

Niech Q@ C R"™ bedzie obszarem z gladkim brzegiem OS). Niech xq oznacza funkcje
charakterystyczng Q). Wowczas
DjXQ = Iljdt,
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gdzie n jest wektorem normalnym zewnetrznym do 0S), a dt miarg Lebesgue’a powierzchni

002.

Innymi stowy, pochodna czastkowa (nier6zniczkowalnej) funkeji yq jest miara skupiona
na brzegu obszaru, ktéra jest absolutnie ciggta wzgledem miary Lebesgue’a brzegu, a
jej gestoscia jest odpowiednia wspotrzedna wektora normalnego. W najprostszym przy-
padku, gdy ©Q = (a,b) C R oznacza to, ze pochodna dystrybucyjna funkcji charaktery-
stycznej odcinka otwartego jest rowna mierze atomowej skupionej w dwoch punktach:

p(f) = f(b) = f(a).

A oto program wykladu w zarysie:

1) Dystrybucje jednej zmiennej, gtéwne idee teorii,

2) Dystrybucje wielu zmiennych, rézniczkowanie,

3) Nosnik i lokalne whasnosci,

4) Przejscia graniczne w teorii dystrybucji,

5) Struktura dystrybucji,

6) Splot dystrybucji,

7) Transformata Fouriera,

8) Rozwiazania fundamentalne réwnan rézniczkowych czastkowych,

Serdecznie zapraszam!

Pawel Glowacki



