Zadania z teorii dystrybucji #1 9/10/2017

1. Dana jest przestrzen wektorowa X z przeliczalng i rozdzielajacg punkty ro-
dzing pétnorm {p,}2 ;. Udowodnij, ze rodzina skonczonych przekrojéow kul
Vale) = {z € X : pu(x) < €} tworzy baze topologii wyznaczonej przez te
rodzine péimorm.

2. Dane sa topologiczne przestrzenie wektorowe X i Y oraz odwzorowanie linio-
we T : X — Y. Zaltézmy, ze X ma przeliczalng baze otoczen zera. Pokaz, ze T’
jest ciggte, wtedy i tylko wtedy gdy przeksztatca zbiory ograniczone w zbio-
ry ograniczone. (Tylko jedna z implikacji wymaga zalozenia o przeliczalnosci
bazy.)

3. W przestrzeni wektorowej z przeliczalng i rozdzielajaca punkty rodzina pot-
norm {p,}>2, definiujemy nowa rodzine pétnorm, ktadac

gn(7) = max pi(z),  weX.

Pokaz, ze rodzina ta wyznacza te samag topologie.

4. Niech Q ¢ R bedzie niepustym zbiorem otwartym, a K, C Q takim cig-
giem zbioréow zwartych, ze K, C int K, ; oraz Q = |J,, K,,. Udowodnij, ze
przestrzen X = C'*(2) z rodzing pémorm

pa(f) = max sup [Df(z)]

I<]e|<n ze K,

jest przestrzenia Frécheta. Zauwaz, ze inny wybdér ciagu (K,,) prowadzi do
rownowaznej rodziny potnorm.

5. Dany jest ciag funkcji ¢, € C*°(Q2). Udowodnij, ze istnieja liczby ¢, > 0,
takie ze szereg Y- crx jest zbiezny w C°(Q).

6. Wykaz, ze kazda topologiczna przestrzen wektorowa posiada baze symetrycz-
nych i zréownowazonych otoczen zera.

7. (*) Zakladamy, ze topologiczna przestrzeni wektorowa X posiada przeliczal-
na baze wypuktych i zréwnowazonych otoczen zera. Wykaz, ze w X istnieje
przeliczalna rodzina potnorm, ktora wyznacza te sama topologie.

Zasady zaliczenia

Aby zaliczy¢ semestr ¢wiczen stuchacz winien spetnié nastepujace warunki:
1) warunek dobrej frekwencji (co najwyzej 3 nieusprawiedliwione nieobecnodci),
2) warunek aktywnosci (przynajmniej 5 konstruktywnych obecnosci przy tablicy).

Spelnienie warunkéw 1) i 2) gwarantuje stopieni dostateczny. Stuchacz, ktéry spehit oba
warunki i chciatby poprawi¢ proponowang ocene konicowa, moze przystapi¢ do kolokwium
zaliczeniowego.
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