Zadania z teorii dystrybucji #5 13/11/2017
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W jakim sensie mozna méwié¢ o splocie dystrybucji A € D'(Q) i funkcji ¢ € D(R2), gdy
€ jest otwartym podzbiorem RY réznym od calej przestrzeni?

. Niech u € D'(R"), ¢ € C*®°(R") i niech przynajmniej jedna z nich ma noénik zwarty.

Wyprowadz wzér (ux @, v) = (u, * @) dla ¢ € D(R").

. Dana jest dystrybucja u € D'(RY). Pokaz, ze warunki a) u(yp,) = u(p) dla ¢ €

D(RY), z € R", oraz b) Dju = 0 dla 1 < j < N sa réwnowazne i pociagaja, ze u
jest funkcja stata.

. Pokaz, ze jesli D;u jest funkcjg ciggly na €2 dla 1 < 57 < N, to dystrybucja u jest

funkcja klasy C*().

. Dany jest ciag liczb dodatnich ¢, zbiezny do 0. Udowodnij, ze miara pu = 3, 0.,

na R\ {0} ma przedtuzenia do dystrybucji na R, wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
m € NN, takie ze ), c" < 00.

. Dana jest funkcja ciagta N na odcinku (0, 1], taka ze lim,_,o, N(x) = co. Udowodnij,

ze miara (i, ) = [, p(2)N(x)dz na odcinku (0,1] ma przedtuzenia do dystrybuciji
na (—1,1), wtedy i tylko wtedy gdy istnieje m € N, takie ze [} 2™ N (z) dx < oco.

. Niech u; = tY* ¢ dla ¢ > 0, 2 € R, k = 1,2. Znajdz granice dystrybucyjna

hmt%oo Ut.

. Niech F' = |Q| ' xq, gdzie Q jest kostka jednostkowa [—1, 1]V w RY. Udowodnij, ze

splot F'x F x F jest funkcja klasy C*.

. Niech F' = |B| 'xp, gdzie B jest kula jednostkowa w R". Udowodnij, ze splot F x

Fx---% F (N + 2 razy) jest funkcjg klasy C'.

Niech f bedzie funkcjg harmoniczng w zbiorze otwartym @ C RY. Pokaz, ze dla
kazdego dostatecznie maltego e > 0 istnieje funkcja p € C}(B.), gdzie B. = {z €
R" . ||z|| < €}, taka ze f(a) = f % p(a) dla dist(a, 0Q) > ¢.

Wykaz, ze kazda funkcja harmoniczna jest klasy C*°(€2).

Cigg funkcji harmonicznych f,, na zbiorze otwartym 2 jest zbiezny w sensie dystry-
bucyjnym do dystrybucji f. Pokaz, ze f,, jest ciagiem Cauchy’ego w C'*(f2), a wobec
tego f jest funkcja harmoniczna.

Niech u bedzie dystrybucja na R, taka, ze Au = 0 na zbiorze otwartym Q. Pokaz,
ze u jest funkcjg harmoniczng na €.
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