Funkcje analityczne #6

10.

11.

. Niech f bedzie funkcja catkowita, tzn. holomorficzna na C. Udowodnij, ze jesli

|f(2)] < M(1+ |z|)P, gdzie p > 0, to f jest wielomianem stopnia nie wigkszego
niz p. W tym celu nasladuj dowdd twierdzenia Liouville’a.

. Korzystajac z twierdzenia Liouville’a, pokaz, ze funkcja catkowita, ktora ma w

nieskonczono$ci granice ¢ jest funkcja stalg réwng wszedzie tej granicy.

. Dana jest funkcja analityczna g w kole jednostkowym |z| < 1, taka ze g(z) = g(2?).

Pokaz, ze g jest stata.

. Dana jest funkcja analityczna f w kole jednostkowym |z| < 1, taka ze f(0) =0 i

f(z) =z + f(2?). Pokaz, ze
=S <L
k=0

Skorzystaj z poprzedniego zadania dla funkeji g(z) = f(z) — 352, 22"

. Dana jest funkcja holomorficzna w obszarze ograniczonym € i ciggla na Q. Za-

ktadamy tez, ze f(z) # 0 dla z € Q. Udowodnij, ze jesli g(z) = |f(z)| przyjmuje
warto$¢ najmniejsza w €2, to f jest stala.

. Sformuhyj i udowodnij zasade maksimum dla czesci rzeczywistej funkeji holomor-

ficznej w obszarze ograniczonym i ciggltej na domknieciu tego obszaru.

. Udowodnij, ze jesli w lemacie Schwartza |f(z)| = |z| dla pewnego 0 < |z| < 1, to

istnieje stala |c| = 1, taka ze f(z) = cz.

. Dana jest funkcja ciggta ¢ na ptaszczyznie. Definiujemy nowa funkcje

1 o(u) du
f(z)_m,/u|1 O Rl<t

Pokaz, ze funkcja f rozwija sie w szereg potegowy. Wywnioskuj, ze

/ o(u) du _ / f(u) du
Ju|=1 Ju

u—z |=r U —Z

dla |z] <r < 1.

. Dla wielomianu P stopnia n niech M(r) = max.—, |P(z)|. Pokaz, ze funkcja

p(r) = M(r)/r™ jest malejaca dla r > 0, a jesli p(r1) = ¢(re) dla pewnych
0 <ry <ry to P(z) = cz™. W tym celu zastosuj zasade maksimum do wielomianu
w"P(1/w).
Niech  C R? bedzie obszarem. Funkcja u : Q — R nazywa sie harmoniczna, jesli
0? 0?
@u(x, y) + a—yQU(a:,y) =0, (x,y) € Q.

Pokaz, ze funkcje
u(z,y) =n(z +9%),  olry) =@+ w(n,y) = arctg
X

sa harmoniczne w Q = {(x,y) € R?: x # 0}.
Pokaz, ze cze$¢ rzeczywista i czes¢ urojona funkcji holomorficznej w obszarze sa
funkcjami harmonicznymi.
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