Funkcje analityczne #7
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. Pokaz, ze funkcja caltkowita f majaca granice oo w nieskonczonosci musi mie¢
miejsce zerowe. Wyprowadz stad podstawowe twierdzenie algebry.

. Niech f bedzie funkcja catkowita spetniajaca |f(z)| > 1| dla z € C. Pokaz, ze f
jest stala.

. Dana jest funkcja catkowita f = u + v, taka ze v > 0. Pokaz, ze f jest stala. W
tym celu rozwaz g(z) = exp{if(2)}.

. Zmajdz maksymalna warto$¢ funkcji u(z) = Re 2® na kwadracie [0, 1]2.

. Sklasyfikuj osobliwosci funkcji

z exp{1/z}, zcos(1/z), z(ezl—l)’

. Méwimy, ze funkcja holomorficzna f okreslona dla |z| > R ma w nieskonczonosci
osobliwos¢ pozorna, istotng lub biegun w zaleznosci od tego, jakiego rodzaju jest
osobliwosc funkcji g(z) = f(1/2) w zerze. Sklasyfikuj osobliwosci w oo funkcji z
poprzedniego zadania.

. Sklasyfikuj osobliwosci podanych funkcji w C=CuU {o0}:

) ctg 2.
sin z

.2
sin® z 1 ) 1
— m—i—sml/z, exp{tg1/z},

. Funkcje f(z) = (1 + 2%)~! rozwin w szereg Laurenta wokét z = 4.

. Jakiego rodzaju osobliwo$¢ ma 1/log__ z w punkcie z = 17

. Dana jest niestala funkcja catkowita. udowodnij, ze dla kazdego R > 0 zbidr
f({z :|z| > R}) jest gesty w plaszczyznie. Skorzystaj z twierdzenia Casoratiego-
Weierstrassa.

Dana jest funkcja holomorficzna w K’(a,r) majaca w a biegun krotnosci m i
wielomian stopnia n. Pokaz, ze funkcja ¢ = P o f ma w a biegun krotnosci mn.
(*) Dany jest ciag funkcji holomorficznych zbiezny niemal jednostajnie w obsza-
rze (). Udowodnij, ze granica jest funkcja holomorficzna i ze ciag pochodnych
jest zbiezny niemal jednostajnie do pochodnej granicy. W tym celu skorzystaj ze
wzorow catkowych Cauchy’ego.
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