Funkcja holomorficzna na obszarze jest odwzorowaniem otwartym,
chyba ze jest stala.

7 analizy rzeczywistej wiemy, ze odwzorowanie ptaszczyzny klasy C* przeksztatca zbio-
ry otwarte w zbiory otwarte, pod warunkiem, ze jego pochodna jest wszedzie nieosobliwa.
Holomorficzno$é, czyli rozniczkowalno$é zespolona, daje mocniejszy wynik.

Lemat 1. Niech f bedzie holomorficzna w zbiorze otwartym €. Niech a € Q i f'(a) # 0.
Istnieje otoczenie V' punktu a, takie ze

A

(@) = f)] > - lu—vf, A=[f(a)l.

Dowdd. Niech V' bedzie otoczeniem punktu a, takim ze

F(u) = F(v) — f/(0)(u—v)| < j T

oraz
|f (v)] 2;1, veV.
Wtedy
A
[f(w) = f)] > | ()l =] = 7 - Ju—v|
>2-\u—v\, u,v € V.

O

Lemat 2. Niech Q2 C C bedzie otwarty i niech f : ) — C bedzie funkcja holomorficzng.
Jesli f'(a) # 0, to punkt b = f(a) jest punktem wewnetrznym obrazu f(£2).

Dowad. Dla z z pewnego otoczenia V' punktu a mamy.
1f(2) = fa)] > Alz —al,
gdzie A > 0. Niech K (a,r) C V. Niech § = Ar/2. Pokazemy przez kontrapozycje, ze
K(b,6) C f(V).

Niech w ¢ f(V). Wtedy funkcja h(z) = f(z) —w jest holomorficzna w otoczeniu K (a, )
i rozna od zera na tym zbiorze. Jej modut spetnia zasade minimum. Mamy wiec

[f(a) —w| > [f(a+re?) —wl
|[fla+re?) = f(a)| = | f(a) — w]
20 — | f(a) — w|
dla pewnego 6 € R, skad natychmiast
|f(a) —w| > 4.
Zatem w ¢ f(V) pociaga w ¢ K(b,6), o co nam chodzilo. O
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Whniosek 3. Przy zalozeniach Lematu 2 f jest homeomorfizmem pewnego otoczenia U(a)
na pewne otoczenie W (b).
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Dowdd. Niech U(a) bedzie otoczeniem z Lematu 1 i niech W(b) = f(U(a)). Na mocy
Lematu 2 obraz W (b) jest otwarty, Lemat 1 za$ pokazuje, ze f jest roznowarto$ciowa na
Ua)ize f~! jest ciagla na W (b). O

Twierdzenie 4. Niech () C C bedzie obszarem i niech f : {0 — C bedzie niestalq funkcjg
holomorficzng. Jesli punkt a € Q jest m-krotnym miejscem zerowym f', gdzie m > 0,
to istnieje otoczenie punktu b = f(a) zawarte w obrazie, w ktorym kazda wartosc jest
m + 1-krotna.

Dowdéd. Zauwazmy, ze w przypadku m = 0 otrzymujemy taczna teze Lematu 2 i Wniosku
3. Jedli zas m = oo, to funkcja f jest stata. Skoro jednak f nie jest stata, to m jest
skonczone. Mamy

f(z) = fla) + (2= a)" (), |h| <
gdzie ¢ jest funkcja holomorficzna i p(2) = ¢ # 0. Mozemy tez przyjaé, ze r > 0 jest tak
mate, by ¢(z) € K(c,|c|/2) dla |z — a|] < r.W otoczeniu |w — ¢| < |¢|/2 istnieje galaz
logarytmu. Niech

g(z)—(z—a)exp{bﬂ%f_(i)}, |z —al <.
Wtedy
f(z) = fla)+g(2)",  [h] <7y
Jako ze ¢'(a) = exp{ :ﬁi} £ 01 g(a) = ¢, gdzie ¢ = ¢, na mocy Wniosku 3 istnieje

d > 0, takie ze kazdy punkt z kota V' = K(cq, d) jest jednokrotna wartoscia g w otoczeniu
zera U = g~ (V). Stad kazdy punkt kota K (b, 6™ ") jest m + 1-krotna wartoscia funkcji
f w otoczeniu a + U. O

Whniosek 5. Obraz obszaru i kazdego jego podzbioru otwartego przez niestalq funkcje
holomorficzng jest otwarty.

Whniosek 6. Niech ) bedzie obszarem. Niech f : ) — C bedzie holomorficzna i niestata.
Jesli f jest réznowartosciowa, to f'(z) # 0 dla z € Q.

Zauwazmy, ze wynikanie odwrotne nie jest prawdziwe. Funkcja f(z) = exp z ma wsze-

dzie pochodna rézna od zera, ale nie jest réznowartosciowa na C, bo jest okresowa:
exp z =expz # 0, exp(z + 2mi) = exp z, z € C.

Whniosek 7. Jesli funkcja holomorficzna jest homeomorfizmem zbioru otwartego U na
2biér otwarty V, to funkcja f=1 jest tez holomorficzna.
Dowdéd. Z Wniosku 6 wynika, ze f'(z) # 0 dla z € U. Dalej rozumujemy jak w przypadku
rzeczywistym. Niech w = f(2) i wo = f(20). Z ciggloéci f~1 wynika, ze w — wy pocigga
z — 2y. Dlatego

TN 0 o Bl C BT {f<>—f<>} .

w—wo w — Wy 220 zZ— 2

co pokazuje, ze




