Triangulacje wielokatow

fukasz Garncarek

Dla dowolnych dwéch punktéw a,b € R? przez [a,b] oznaczaé¢ bedziemy odcinek
domkniety o konicach a i b, tzn. zbiér punktéw postaci ta + (1 — t)b, gdzie 0 < ¢t < 1.
Przez (a,b) bedziemy oznaczaé ten sam odcinek, pozbawiony koncéw. Lamang o wierz-
chotkach ag,ay,...,a, € R? nazywamy zbior [ag, a;] U [ai,as] U ... U [a,_1,a,], ktory
oznaczamy w skrocie przez [ag, aq, . .., a,]. Odcinek [ag_1, ax] nazywamy bokiem tama-
nej. Jezeli ag = a,, tamang nazywamy zamknietg. W przypadku tamanych zamknietych
bedziemy stosowaé¢ cykliczng numeracje wierzchotkow, czyli przyjmiemy, ze ax, = ai
dla dowolnego k catkowitego. Lamang zamknieta [ag, a1, . .., a,] nazywamy zwyczajng,
jesli spelia nastepujace dwa warunki:

e dla dowolnego 1 < 7 < n punkty a;_1,a;, a;11 nie leza na jednej prostej,

e dla dowolnych 1 < i < j < n boki [a;_1,a;] oraz [a;_1, a;] przecinaja sie jedynie
wtedy, gdy 7 =7+ 1badzt =11 j = n, a ich jedynym punktem wspolnym jest
wowcezas wspolny wierzchotek: odpowiednio a; lub a; = ay.

Pierwszym krokiem na drodze do dowodu twierdzenia o triangulacji wielokata bedzie
udowodnienie, ze wielokaty istnieja. Ci, ktorzy wierza w wielokaty, moga ten fragment
pomingé.

Twierdzenie 1 (Jordana-Dehna). Niech I' bedzie tamang zamknietq zwyczajng. Wow-
czas 2bior R\ T ma dwie skladowe spdjne.

Dowdd. Niech T' = lag, a1, ...,a,|, gdzie a; = (z;,y;). Bez straty ogblnosci mozemy
przyjac, ze x; # x; dla 0 <7 < j <n.

Rozwazmy prosta pionows ¢ przecinajaca [I' w punkcie p. Punkt p jest jednego z
trzech typow:

(1) p jest punktem wewnetrznym boku tamanej I,

(2) p jest wierzchotkiem T" i boki, ktorych jest koricem, leza po przeciwnych stronach
prostej ¢,

(3) p jest wierzcholtkiem I' i boki, ktérych jest konicem, leza po tej samej stronie /.

Dla p € R? oznaczmy przez n(p) liczbe punktéw przecigcia typu (1) i (2) lamanej
I' z pélprosty ¢, = {p+1(0,1) : t € (0,00)}. Jest ona skoriczona, bowiem pélprosta ¢,
przecina kazdy z bokow I' w co najwyzej jednym punkcie. Mozemy wiec okresli¢ funkcje
¢: R2\ T — R wzorem ¢(p) = (—1)"®).

Latwo zauwazy¢, ze funkcja ¢ jest lokalnie stata, tzn. kazdy punkt zbioru R? \ T
posiada otoczenie, na ktérym ¢ przyjmuje stata wartosé. Niech teraz p = (z,y) bedzie
punktem wewnetrznym jednego z bokéw tamanej. Istnieje € > 0 takie, ze odcinek



[(z,y —€), (z,y + ¢)] nie przecina tamanej I' poza punktem p. Na tym odcinku funkcja
¢ przyjmuje, po przeciwnych stronach punktu p, zaréwno wartos$é 1, jak i —1, zatem jej
dziedzina nie moze by¢ zbiorem spojnym — funkcja lokalnie stata okreslona na zbiorze
sp6jnym jest bowiem stala. Zbiér R? \ I' ma wiec co najmniej dwie sktadowe spéjne.

ai_o Pozostaje dowie$¢, ze zbior R? \ T ma co najwyzej dwie
sktadowe spéjne. W tym celu dla p € R? i A C R? oznacz-
my d(p, A) = inf {d(p,q) : ¢ € A}, gdzie d(p, q) to odlegtosé
punktoéw p i q. Zauwazmy, iz istnieje liczba € > 0, taka ze
dla dowolnego boku [a;_1, a;] tamanej I" zbiér

@it

N, = {p € R?: d(p,[a;i_1,a;]) < e}

ma niepusty przekréj jedynie z bokiem [a;_1,a;] i dwoma bokami sasiednimi, zas zbiér
{p € R? : d(p,a;) < e} przecina sie jedynie z bokami [a;_;, a;] oraz [a;, a;;1]. Wobec tego
N;\T = N; \ [a;_2, a;_1, a;,a;41] i tatwo widaé¢, ze N; \ I ma dwie sktadowe spéjne, N;"
i N, ztozone z punktéow p dla ktérych wartosé ¢(p) jest odpowiednio dodatnia badz
ujemna. Przekroje N;" NN, oraz N;" NN, sa niepuste dla dowolnego ¢, zatem zbiory
Nt =NMUNSU...UNF oraz N~ = Ny UNy U...UN, sa spoéjne. Kazdy punkt
zbioru R? \ T mozna polaczy¢ odcinkiem z jednym sposréd tych zbioréw, co dowodzi,
ze istnieja doktadnie dwie sktadowe spojne dopetniena I'. O

Lamana zamknigta zwyczajna I', jako skonczona suma odcinkéw, jest ograniczona.
Istnieje zatem kolo otwarte K, zawierajace I'. Wowczas zbior R?\ K jest spojny i zawiera
sic w R\ T, czyli w jednej sposréd sktadowych spéjnych NT i N~ zdefiniowanych w
dowodzie twierdzenia Jordana-Dehna. Latwo mozna sie przekonaé, iz jest to sktadowa
NT. Woéwcezas N~ zawarta jest w K. Wynika stad, ze skladowa N~ jest ograniczona,
za§ NT — nieograniczona.

Ponadto, obie sktadowe spéjne R? \ T' sa zbiorami otwartymi: jesli p € R*\ T, to
istnieje koto otwarte K o $rodku p, roztaczne z ', bowiem R? \ T jest otwarty. Ale K
jest zbiorem spdjnym, zatem w calosci zawiera sie w sktadowej zawierajacej punkt p.

Niech I = [ag, a4, ..., a,]. Zbiér W(I'), bedacy suma tamanej I oraz ograniczonej
sktadowej spojnej jej dopetnienia, nazywamy wielokgtem o wierzchotkach aq,as, . .., a,.
Bokami wielokata nazywamy w tym wypadku boki tamanej I', zas przekgtnymi — te
sposréd odcinkéw taczacych wierzchotki wielokata, ktore nie sg jego bokami. Wielokat
jest domknietym podzbiorem ptaszczyzny, bowiem jego dopeklienie — nieograniczona
sktadowa R?\ T' — jest otwarte. Brzegiem wielokata W (T") jest tamana T, za$ wnetrzem
— ograniczona sktadowa dopetnienia I'.

Wierzchotek a; wielokata W (T") jest punktem wspélnym dwoch jego bokéw. Prze-
dtuzajac te boki do poétprostych o koncu a;, podzielimy ptaszczyzne na dwa katy. Jesli
K jest kotem o srodku a; i dostatecznie malym promieniu, to przekréj K z kazdym
z tych katow zawiera sie w domknieciu jednej ze sktadowych spdjnych dopetnienia I'.
Kagtem wewnetrznym przy wierzchotku a; nazywamy ten sposréd dwoch otrzymanych
katow, ktérego przekrédj z K zawiera sie w W (D).

Lemat 2. Wielokqgt W = W(I') o wierzchotkach ay,as, ..., a,, gdzie n > 4, posiada
przekatng [a;, a;], takq Ze (a;, a;) zawiera sie we wnetrzu W.

Dowaod. Zauwazmy, ze istnieje prosta ¢ przechodzaca przez pewien wierzchotek a; wie-
lokata W i nieréwnolegta do zadnego z jego bokéw, ktora rozcina R? na dwie potplasz-



czyzny otwarte H i H' w ten sposéb, ze wszystkie wierzchotki W rézne od a; naleza do
H.

Zbiér A bedacy suma wnetrza troj-
kata o wierzchotkach a; 1, a;,a;, 1 oraz
odcinka otwartego (a;_1,a;+1) zawiera
sie w kacie wewnetrznym wielokata W
o wierzchotku a;. Jesli A iT sg roztacz-
ne, to przekatna [a;_1, a;11] spelnia teze
lematu. Jedli nie, to A zawiera przy-
najmniej jeden wierzcholtek W. Niech
a; bedzie wierzchotkiem W zawartym
w A, ktérego odlegtoéé od prostej £ jest
najmniejsza. Wtedy [a;, a;] spelnia teze
/ lematu. O

Triangulacjg wielokata W nazywamy skonczong rodzine Ty = {A, Ao, ..., Ag}
trojkatow spetniajacych nastepujace warunki:

(1) AjUAU...UA, =W,

(2) jesli AJA” € Ty i A # A’ to przekréj) A N A’ jest wspdlnym bokiem badz
wspolnym wierzchotkiem trojkatéow A oraz A/,

(3) wierzchotki kazdego trojkata A € Ty, sa wierzchotkami wielokata W.
Twierdzenie 3. Kazdy wielokgt W = W (I') posiada triangulacije.

Dowdd. Niech T' = [ag, ay, . . ., a,]. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem n.
Gdy n = 3, to wielokat W jest trojkatem i rodzina {W} spelia warunki wymagane od
triangulacji. Zatézmy wiec, ze n > 3 oraz wszystkie wielokaty o mniej niz n wierzchot-
kach posiadaja triangulacje. Niech [a;, a;] bedzie przekatng wielokata W, ktérej wnetrze
jest zawarte we wnetrzu W. Punkty a; oraz a; rozcinajg tamang zamknigtg I' na dwie
tamane, ktére po uzupelnieniu odcinkiem [a;, a;] staja sie tamanymi zamknietymi zwy-
czajnymi I'y oraz I's. Ograniczaja one dwa wielokaty, W, = W(T'y) oraz Wy = W(T's),
ktére pokrywaja W, a ich przekrojem jest [a;, a;]. Kazdy z tych wielokatéw ma mniej niz
n wierzchotkéw, zatem na mocy zalozenia indukcyjnego, istnieja triangulacje 77 oraz
T, wielokatow Wy i Ws. Wowcezas tatwo si¢ przekonac, ze T' = T U T; jest triangulacja
W. O



