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Niech X będzie nieskończonym zbiorem przeliczalnym. Mówimy, że szereg o wy-
razach at ∈ C, t ∈ X, jest zbieżny do wartości A, jeśli dla każdego ε > 0 istnieje
zbiór skończony S0 ⊂ X, taki że ∣∣∣∣∣∑

t∈S
at −A

∣∣∣∣∣ < ε

dla skończonych S0 ⊂ S ⊂ X. Piszemy wtedy A =
∑
t∈X at.

0.1. Szereg
∑
t∈X at jest zbieżny, wtedy i tylko wtedy gdy jest absolutnie zbieżny.

Ciąg Sj skończonych podzbiorów X będziemy nazywać współkońcowym, jeśli dla
każdego skończonego S ⊂ X istnieje j ∈N , takie że S ⊂ Sj .

0.2. Szereg o wyrazach at, t ∈ X, jest zbieżny do sumy A, wtedy i tylko wtedy gdy
dla każdego współkońcowego ciągu Sj ⊂ X

lim
j→∞

∑
t∈Sj

at = A.

Rozważmy przyład X = N . Niech Sj = {n ∈N : n ≤ j}. Jest to ciąg współkoń-
cowy. Zbieżność szeregu w zwykłym sensie oznacza zbieżność ciągu Aj =

∑
n∈Sj aj

i nie pociąga zbieżności w sensie podanym wyżej, bo nie pociąga zbiezności abso-
lutnej.

0.3. Niech Sj ⊂ X będzie ustalonym ciągiem współkońcowym i niech

sup
j∈N

∑
t∈Sj

|at| <∞.

Wtedy szereg jest zbieżny i

(%)
∑
t∈X

at = lim
j→∞

∑
t∈Sj

at.

Niech na przykład X = A będzie zbiorem n-wymiarowych mulitindeksów α.
Wtedy, przyjąwszy Sj = {α : |α| ≤ j}, mamy∑

α∈A

|aα| <∞ ⇐⇒ sup
j∈N

∑
|α|≤j

|aα| <∞.

0.4 (prawo łączności). Niech X =
⋃
nXn, gdzie {Xn} jest rodziną parami roz-

łącznych podzbiorów X. Wtedy∑
t∈X

at =
∑
n∈N

∑
t∈Xn

at,

jeśli jedna ze stron równości przedstawia sumę zbieżną.

0.5. Niech X,Y będą nieskończonymi zbiorami przeliczalnymi. Jeśli∑
t∈X

∑
s∈Y
|at,s| <∞,
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to ∑
(t,s)∈X×Y

|at,s| <∞

oraz ∑
(t,s)∈X×Y

at,s =
∑
t∈X

∑
s∈Y

at,s =
∑
s∈Y

∑
t∈X

at,s.

0.6. Wniosek. Jeśli
(*)

∑
α1∈N

∑
α2∈N

· · ·
∑
αn∈N

|aα| <∞,

to dla każdej permutacji σ∑
α∈A

aα =
∑

ασ(1)∈N

∑
ασ(2)∈N

· · ·
∑

ασ(n)∈N

aα.

0.7 (mnożenie szeregów). Niech szeregi A =
∑
α∈A aα i B =

∑
α∈A bα będą

zbieżne. Wtedy szereg C =
∑
α∈A cα, gdzie

cα =
∑
β≤α

aβbα−β ,

jest zbieżny i C = AB.

Dowód. Mamy
AB =

∑
α∈A

aα ·
∑
β∈A

bβ =
∑

(α,β)∈A×A

aαbβ .

Niech X = A×A i niech Xγ = {(α, β) ∈ X : α + β = γ}. Wtedy na mocy prawa
łączności ∑

(α,β)∈A×A

aαbβ =
∑
γ∈A

∑
α+β=γ

aαbγ =
∑
γ∈A

cγ .

�

0.8. Jeśli szereg potęgowy
∑
α∈A cα jest zbieżny dla pewnego x = u, gdzie uk 6= 0

dla każdego 1 ≤ k ≤ n, to dla każdych r1, r2, . . . rk, takich że 0 < rk < |uk|,∑
α∈A

|cα|rα1
1 rα2

2 . . . rαnn <∞.

Stąd wynika, że funkcja

f(x) =
∑
α∈A

cαx
α, x ∈ U =

n∏
k=1

(−rk, rk),

jest klasy C∞(U) i jej pochodne Dαf wyrażają się szeregami potęgowymi zbieżnymi
absolutnie w U .

Funkcja f określona w otoczeniu U punktu a ∈ Rn nazywa się analityczna w
punkcie a, co oznaczamy przez f ∈ A(a), jeśli istnieją współczynniki cα i otoczenie
a ∈ V ⊂ U , takie że

f(x) =
∑
α∈A

cα(x− a)α

dla x ∈ V . Można założyć, że V =
∏N
k=1(ak − rk, ak + rk) i∑

α∈A

|cα|rα1
1 rα2

2 . . . rαnn <∞.
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0.9. Niech
g(x) = (g1(x), g2(x), . . . , gn(x)),

gdzie gk ∈ A(a). Niech f ∈ A(b), gdzie b = g(a). Wtedy funkcja f ◦ g jest też
analityczna w punkcie a.

Dowód. Niech
f(y) =

∑
α∈A

cα(y − b)α,
∑
α∈A

|cα|rα1
1 rα2

2 . . . rαnn <∞,

oraz dla każdego 1 ≤ k ≤ n

gk(x) =
∑
β∈A

cβ,k(x− a)β ,
∑
β∈A

|cβ,k|ρβ1
1 ρβ2

2 . . . ρβnn < rk.

Na mocy twierdzenia o mnożeniu szeregów

(g(x)− b)α =
∑
β∈A

dα,β(x− a)β ,

gdzie ∑
β∈A

|dα,β |ρβ1
1 ρβ2

2 . . . ρβnn < rα1
1 rα2

2 . . . rαnn .

Wobec tego
f(g(x)) = f

(
b+ (g(x)− b)

)
=
∑
α∈A

cα(g(x)− b)α.

Zauważmy teraz, że ∑
α∈A

∑
β∈A

|cα||dα,β ||(x− a)β | <∞,

więc
f(g(x)) =

∑
α∈A

cα
∑
β∈A

dα,β(x− a)β =
∑
β∈A

dβ(x− a)β ,

gdzie
dβ =

∑
α

cαdα,β .

�

0.10. Niech

f(x) =
∑
α∈A

cαx
α, x ∈ U =

n∏
k=1

(−rk, rk),

gdzie
∑
α∈A |cα|r

α1
1 rα2

2 . . . rαnn < ∞. Wówczas, dla każdego x ∈ U i każdego h ∈
U(x) =

∏n
k=1

(
− (rk − |xk|), rk − |xk|

)
,

f(x+ h) =
∑
α∈A

cα(x)hα,

gdzie ∑
α∈A

|cα(x)|ρ1(x)α1ρ2(x)α2 . . . ρn(x)αn <∞, ρk(x) = rk − |xk|.

Innymi słowy, funkcja zadana szeregiem potęgowym jest analityczna nie tylko w
punkcie 0, ale także w każdym punkcie otoczenia U .


