Kilka uwag o sumach nieskonczonych
Literatura: Lojasiewicz, Stasica, Analiza formalna i funkcje analityczne
Niech X bedzie nieskoniczonym zbiorem przeliczalnym. Méwimy, ze szereg o wy-

razach a; € C, t € X, jest zbiezny do wartosci A, jeli dla kazdego € > 0 istnieje
zbiér skonczony Sy C X, taki ze
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dla skoticzonych Sy C S C X. Piszemy wtedy A =,y as.
0.1. Szereg ), x a; jest zbieiny, wtedy i tylko wtedy gdy jest absolutnie zbiezny.

Ciag S; skonczonych podzbioréw X bedziemy nazywac wspétkoricowym, jesli dla
kazdego skoniczonego S C X istnieje j € IN, takie ze S C 5.

0.2. Szereg o wyrazach at, t € X, jest zbieiny do sumy A, wtedy i tylko wtedy gdy
dla kazdego wspdtkoricowego ciggu S; C X

lim E ay = A.
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Rozwazmy przytad X = N. Niech S; = {n € N : n < j}. Jest to ciag wsp6ikon-
cowy. Zbieznoé¢ szeregu w zwyklym sensie oznacza zbieznosé ciagu A; = >° - s, @
i nie pociaga zbieznosci w sensie podanym wyzej, bo nie pociaga zbieznosci abso-
lutnej.

0.3. Niech S; C X bedzie ustalonym ciggiem wspotkoricowym ¢ niech

sup Z la:| < oo.
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Niech na przyklad X = A bedzie zbiorem n-wymiarowych mulitindekséw .
Wtedy, przyjawszy S; = {a : |a| < j}, mamy
up Z |aq| < 0.
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0.4 (prawo lacznosci). Niech X = J, Xy, gdzie {X,} jest rodzing parami roz-

tgcznych podzbiorow X . Wtedy
doa=2, ) a
tex neN teX,

jesli jedna ze stron réownosci przedstawia sume zbiezng.

0.5. Niech X,Y bedg nieskoriczonymi zbiorami przeliczalnymi. Jesli
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0.6. Wniosek. Jesli

(*) Yo Y aa| < o0,
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to dla kazdej permutacji o
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0.7 (mnozenie szeregéw). Niech szeregi A = Y 00 @ B = Y 4ba bedg
zbieine. Wtedy szereg C =) 4 Ca, gdzie

Co = Z agbafﬁ,

BLa
jest zbieiny 1 C = AB.

AB=> an-» bs= > aabs
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Niech X = A x A iniech X, = {(a, ) € X : @ + 8 = v}. Wtedy na mocy prawa

tacznosci
Z anbg = Z Z aqb, = Z Cy-

(a,B)EAXA YEA atB=y v7EA
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0.8. Jesli szereg potegowy Y, 4 Ca jest zbieiny dla pewnego x = u, gdzie uy, # 0
dla kazdego 1 < k < n, to dla kazdych r1,7a,...7%, takich Ze 0 < ri < |ugl,

E lea|ritre? . oram < oc.
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Stad wynika, Ze funkcja

n

flx) = Z Cax®, relU= H(—Tk,rk),

acA k=1
jest klasy C>=(U) i jej pochodne D® f wyrazajq sie szeregami potegowymi zbieznymi
absolutnie w U.

Funkcja f okredlona w otoczeniu U punktu a € R™ nazywa sie analityczna w
punkcie a, co oznaczamy przez f € A(a), jesli istnieja wsp6lezynniki ¢, 1 otoczenie

a €V CU, takie ze
f@) =Y calz —a)®
acA
dla x € V. Mozna zalozy¢, ze V = ngl(ak — T, ar + 1) 1
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0.9. Niech

g($) - (gl(x)aQQ(x)a cee agn(x))a
gdzie g € A(a). Niech f € A(b), gdzie b = g(a). Wtedy funkcja f o g jest tez
analityczna w punkcie a.
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oraz dla kazdego 1 < k <n
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Na mocy twierdzenia o mnozeniu szeregdéw

(g(z) =0)* =) dap(z —a)’
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Wobec tego
Flg(@) = F(b+ (9(z) =) = Y calg(a) —b)™.
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Zauwazmy teraz, ze
DD lealldaslite — )| < oo,
acA BeA
wiec
x)) = Z Ca Z doglx — a)f = Z dg(x — a)?
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gdzie
d@ = Z Cadaﬁ.
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0.10. Niech

x) = Z Cax®, zelU = ﬁ(*rkﬂ"k),
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gdzie Y c alcal|riiry? . orym < 0o, Wowczas, dla kazdego v € U i kaidego h €

U(z) = [Toey (= (& = |2l), e — la]),
fl@+h) = cala)n®,
acA
gdzie
D leal@)lpr (@) pa(@)*2 . pu(@)® < oo, pr(x) = rp = |wyl-
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Innymi stowy, funkcja zadana szeregiem potegowym jest analityczna nie tylko w
punkcie 0, ale takze w kazdym punkcie otoczenia U.



