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11.

Funkcje harmoniczne #1

. Zbadaj, dla jakich n funkcja F'(z) = log |z| jest harmoniczna na

R"\ {0}.

. Znajdz wszystkie funkcje harmoniczne na przedziale (0,1) C R.
. Korzystajac z catkowego przedstawienia Cauchy’ego funkcji ho-

lomorficznej, sprawdz, ze ma ona wtasno$¢ $redniej.

. Sprawdz, ze funkcja p(z,y) = y(z* + y?)~! jest harmoniczna w

zbiorze Q = {(z,y) € R* : y > 0}.

. Pokaz, ze jesli u i v sg funkcjami harmonicznymi na R", to ich

iloczyn uv jest funkcja harmoniczna, wtedy i tylko wtedy gdy
(Vu, Vv) = 0.

. Niech u bedzie rzeczywista funkcja harmoniczng w € C R".

Udowodnij, ze jesli u? jest tez funkcja harmoniczna, to u jest
stata. Pokaz na przykladzie w R?, ze teza nie jest prawdziwa,
gdy u nie jest rzeczywista.

. Pokaz, ze Alz|* = A\ + n — 2)|z|*2. Wywnioskuj, ze funkcja

N(z) = |z]*" jest harmoniczna na R" \ {0} dla n > 1.

. Funkcja u jest harmoniczna w 2 C R". Pokaz, ze funkcja v(x) =

(Vu(z),z) jest rowniez harmoniczna.

. Funkcja u na R" nazywa sie radialna, jesli istnieje funkcja v,

taka ze u(z) = v(|z|) dla x € R". Pokaz, ze radialna funkcja
harmoniczna jest stata.

Dana jest funkcja harmoniczna u na R?. Definiujemy nows funk-
cje wzorem

20(z, y) = /0 " (dvula,t) + Bru(0,1)) di

- /Om (Gault,y) + dau(t, 0)) dt.

Pokaz, ze v jest funkcjg harmoniczng, a f = u + v funkcja
holomorficzng na C = R?.

Sprawdz, ze funkcja

t
p(t,l’) = <t2 + ’LC‘Q)n/2’

jest funkcjg harmoniczng w Q = {(t,z) € R"*' :t > 0}. (pg)
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