1. POKRYCIA DOWOLNYMI PROSTOKATAMI W R?
NIE SPELNIAJA TEZY LEMATU VITALIEGO

Powiemy, ze pokrycie zbioru F' C R" zbiorami rodzina zbioréw U spelnia warunek
dowolnie malej Srednicy, jesli dla kazdego z € F' i kazdego € > 0 znajdzie sie element
U € U o srednicy diam (U) < e zawierajacy z. Lemat Vitaliego méwi, ze

1.1. Pokrycie U dowolnego zbioru F C R™ miary skoniczonej kostkami spetniajgcymi wa-
runek dowolnie malej Srednicy zawiera przeliczalng rodzine parami rozlgcznych kostek Uy,

takq ze |[F'\ U, Ug| = 0.

Przedstawimy tu konstrukcje! pokazujaca, ze w lemacie Vitaliego dla R? nie mozna
kwadratéw zastapi¢ dowolnymi prostokatami spelniajacymi warunek dowolnie matej sred-
nicy. Zaczniemy od ogdélnych lematéow dotyczacych pokryé zbiorami podobnymi do jednego
ustalonego wzorca. Najprostszym takim wzorcem jest kostka jednostkowa, ale moze by¢
nim kazdy zbiér warunkowo zwarty, ktérego brzeg ma miare zero. My ograniczymy si¢ do
kostek pétotwartych i zbioréw zwartych.

1.2. Definicja. Podobiernstwem w przestrzeni R" nazywamy kazde odwzorowanie afinicz-
ne postaci

p(x) = ax + b,
gdzie a > 0, b € R". Méwimy, ze zbiory A i B zawarte w R™ sa podobne, jedli istnieje
podobienstwo p : R™ — R", takie ze p(A) = B.
1.3. Lemat. Dia kaZdego zbioru otwartego Q0 C R™ i kazdego § > 0 istnieje przeliczalna
rodzina parami roztgcznych kostek polotwartych Q, o $rednicy mmniejszej od 9, taka ze

Q=JQn

Dowdéd. Niech @ = [0,1)" i niech Q oznacza zbiér wszystkich kostek diadycznych, tzn.
kostek postaci

an:2k(Q+m), ke Z, m=(my,ma,...,my) € Z".
Dla ustalonego k kostki QF, sa parami roztaczne i J,, QF, = R". Ponadto dowolne dwie
kostki rodziny Q sa albo roztaczne, albo jedna z nich zawiera sie w drugie;j.
Niech wiec © C R" bedzie zbiorem otwartym. Dla kazdego = € 2 istnieje kostka Q(x) €
Q o $rednicy mniejszej niz 0, taka ze x € Q(x). Zatem
€N

Jedli teraz usuniemy z pokrycia te kostki, ktére zawieraja sie w innych, to otrzymana
rodzina bedzie spelniaé¢ teze lematu. (I

1.4. Lemat. Niech Q C R" bedzie zbiorem otwartym, a K zbiorem zwartym o dodatniej
mierze. Wowczas dla kazdego § > 0 istnieje rodzina {K,} parami rozlgcznych zbioréw
podobnych do K o $rednicy mmniejszej niz 6, taka Ze

Q=JK..

1Przyklad pochodzi z ksiazki Miguela de Guzmana Differentiation of integrals in R™. Patrz rozdziat
IV, Theorem 1.1.



Dowdd. Niech A bedzie diadyczng kostka pélotwarta zawierajaca K i niech

Q=JA,,

gdzie A,, sa podobne do A i parami roztaczne, a ponadto diam (Ay) < §. Oznaczmy przez
pn, podobiensto, takie ze A, = p,(A) i niech

K, = pn(K).
Niech
N
Al Ay

Oczywiscie 0 < A < 1. Mamy

‘Q\Um < (Hnl = [Kal) = (1= Y [An] = (1= V)€,

n n
wiec istnieje N, takie ze

N
] = ‘Q\ U Kn| <(1-2/2)[0.
n=1

Oznaczmy przez K skoficzona rodzing zbioréw { K},
Indukcyjnie definiujemy zbiory otwarte €2 i odpowiadajace im skoficzone rodziny Ky
zbioréw podobnych do K, tak ze

k
Q1 =0\ U K
j=1

oraz
Q] < (1-A/2)%9.
Latwo zauwazy¢, ze rodzina K = (J,, Ky spelnia teze lematu. O

Przyjmijmy oznaczenie

| =

N
I(N)=3
k=1

1.5. Lemat. Dla kazdego N € N istnieje rodzina prostokqtow {Py : 1 < k < N} C R?,
taka ze

N N
1Pl =1, U PBl=UN), |[)Pl=1/N.
k—1 k=1

Dowadd. Teze spelniaja prostokaty
P, =10,k] x [0,1/k], 1<k<N.
O

1.6. Twierdzenie. Istnieje zbior mierzalny F C R? miary 1 oraz jego pokrycie prosto-
kgtami otwartymi spetniajgce warunek dowolnie malej srednicy, takie zZe dla kazdej prze-
liczalnej podrodziny U, parami roztgeznych elementéw tego pokrycia

JUnl < 1/2.
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Dowdd. Dla ustalonego N € IN niech Pév , 1 < k < N beda prostokatami domknietymi
spetniajacymi warunki Lematu 1.5. Niech

N
sN = PN
j=1

Zastosujmy Lemat 1.4 do zbioréw Q = (0,1)2 1 K = SV przy 6 = 1/N. Otrzymujemy
rodzine parami roztacznych zbioréw S,iv , k € N, podobnych do SV, o érednicy mniejszej
niz 1/N i takich ze
(0,1)> =J Sy
k
Jako ze kazdy S,iv jest podobny do SV, przedstawia sie jako suma,
N
N N
syo=U P
j=1
gdzie prostokat P,Q[j jest podobny do PjN . Zatem

PN 1PY
SYT 1SN T U

Potézmy
Ay = {Ulf;\,[j}lngN, keEN U/?fj = int(Piﬁ\,[j),
Niech Fy = U An. Oczywiscie |Fy| = 1. Rodzina Ay stanowi pokrycie Fiy prostokatami
otwartymi, ale nie spelnia warunku dowolnie malej srednicy. Bedziemy wigc jeszcze uzu-
pelniaé to pokrycie, przy okazji modyfikujac zbiér, ktéry pokrywamy. Na razie zwréémy
uwage na jedng bardzo wazng wlasno$¢ tej rodziny. Otdz, jesli U sa parami roztacznymi
elementami tej rodziny, to kazdy z nich jest podzbiorem pewnego zbioru S,i\i i zadne dwa
nie moga by¢ podzbiorami tego samego zbioru S,]C\: , bo zgodnie z konstrukcja Lematu 1.5
zbiory mialyby wtedy niepusty przekrdj. Zatem
N
| S, < 1

‘UUSIZZ‘US‘ <ZZ(N) = ma

bo 3, S| = 1.
Przystepujemy do ostatniego kroku konstrukcji. Wybierzmy S$cisle rosnacy ciag liczb
naturalnych N,,, ktérego dalsze wlasnosci zadekretujemy za chwile. Niech

[e.e]
A= An,.
m=1
Poniewaz kazda z rodzin Ay, stanowi pokrycie Fy, otwartymi prostokatami o srednicy
mniejszej niz 1/Np,, rodzina A jest pokryciem zbioru F' = (),,, Fl,, 1 ma wlasno$¢ dowolnie
malej $rednicy. Ponadto |F'| = 1.
Przypusémy, ze U, jest ciagiem parami roztacznych elementéw pokrycia A. Wtedy

ILSJUS\ =3I = Y <X

s m USG-ANm m




7 oszacowania

i 1 i
> 1+
= UN) T logN log N —1/2

widaé, ze interesujacy nas szereg jest rozblezny, ale na szczescie ciag [(N) jest rozbiezny
do nieskonczonosci, wiec dobierajac odpowiednio ciag { Ny, }m, uzyskujemy

JUsl <1/2,

co konczy dowdd. O



