Twierdzenie Eberleina-Smulyana

Twierdzenie Eberleina-Smulyana poprzedzimy nastepujaca charakteryzacja *stabo domknietych
podprzestrzeni przestrzeni dualne;j.

0.1. Twierdzenie. Niech M’ bedzie podprzestrzeniq liniowq przestrzeni X' dualnej do przestrze-
ni Banacha X. Jesli przekréj M’ kulg jednostkowq B’ jest *stabo domkniety, to M’ jest *stabo
domknieta.

Dowdd. 7 zalozenia wynika ,ze przekréj M z kazda kula jest *slabo domkniety. Niech z( ¢ M'.
Dla F' C X niech
Fr={zeX :|<a —ap,z>|<1, x€F}
Pokazemy, ze
0.2. Istnieje cigg wektoréw x,, € X zbiezny do zera, taki ze F' N M' =0, gdzie F = {z,, : n > 1}.

W tym celu skonstruujemy ciag skonczonych podzbioréw F,, C X i ciag liczb r, > 0, takich ze

n n
(0.3) (kﬂl F,g) N Bl (r) N M’ =0, (kﬂl F,g) N Bl (ras1) N M £0,
gdzie F,, C B(1/rp—1)ir, / .

Zauwazmy najpierw, ze zbiér M’ N By, (1) jest wypukly i *stabo domknigty i wobec tego istnieje
wektor x1 € X, taki ze

{2 e X | <2 —af,x1>|< 1}0B;6(1)0M’:Q).
Potozmy Fy = {x1}, 7o = 0. Mozemy tez przyjaé, ze istnieje liczba r1 > 0, taka ze
F N B;;)(rl) NnM' #10,

bo w przeciwnym razie jakikolwiek ciag dazacy do zera o pierwszym wyrazie x; spelnialby (0.2).
Zalozmy indukcyjnie, ze dane sa skonczone zbiory Fi, Fy, ..., Fy, iliczby ro < r1 < --+ < rpy1,
takie ze spelnione sa zaleznoéci (0.3). Gdyby dla kazdego skoficzonego podzbioru E C B(r,;!)

n
E'N ( N F,;) N By (rng1) N M # 0,
k=1

to ze wzgledu na *slaba zwarto$é zbioru (ﬂzzl F, ,g) N By (rn41) N M’ istniatby tez element

n
se (N F)nM
k=1
spetniajacy | < 2’ — zf, 7 > | < 1 dla wszystkich |z| < r;*

1, a wiec lezacy w Bbf% (rn). To jednak
przeczy zalozeniu indukcyjnemu. Zatem dla pewnego zbioru E = F,y1 C B(r,!) uzyskujemy
pierwszy warunek z (0.3). Podobnie jak w pierwszym kroku wolno nam przyjaé, ze dla pewnego
Tn+1 = Tn + 1 spelniony jest rowniez drugi z warunkéw (0.3). To konczy konstrukcje. Porzadkujac
teraz w jakikolwiek sposéb elementy przeliczalnego zbioru F' = U2 | Fy, w ciag (x,,), otrzymujemy
zadang teze (0.2).

Niech T : X' — ¢y bedzie zadane wzorem Tz’ = ¢, gdzie ¢, =< 2/, x, >. Nietrudno zauwazy¢,
ze T jest liniowe i ograniczone, a ponadto

dist (Tz(, T(M')) = inf sup| <z —x(, 2, > | > 1.
z'eM’ n

Zatem Tx|y lezy poza przestrzenia liniowa T(M’). Istnieje wobec tego ciagly funkcjonal liniowy f
na Cy

) %)
f(e) = Z QnCn; Z || < o0,
n=1 n=1

taki ze f(M') = {0} i f(Txy) = 1. Wtedy jednak x = Y o2, agxy jest elementem X, takim ze
<z >=0dlaz’ € M i< ay,x >=1, co oznacza, ze x; lezy w pewnym otoczeniu otwartym w
topologii *stabej roztacznym z M’. Wobec dowolnosci x(, przestrzen M’ jest *stabo domknigta. [
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0.4. Wniosek. Niech f bedzie funkcjonatem liniowym na przestrzeni dualnej X'. Jezeli zbidr
Ni(f)={a" e X": f(a') =0, |l'| <1}
jest *stabo domkniety, to istnieje wektor x € X, taki ze f(a') =< x,2’ > dla 2’ € X'.

Dowdd. Rzeczywiscie, z twierdzenia wynika, ze jadro f jest *stabo domknigte, wiec f jest funkcjona-
tem *stabo ciaglym. Kazdy taki funkcjonatl jest wyznaczony przez element X w opisany sposéb. [

0.5. Wniosek. Niech X bedzie osrodkowq przestrzeniq Banacha. Wowczas kazdy *stabo ciggowo
ciggly funkcjonal f na X' jest *stabo ciggly, a wiec jest postaci f(x') =< z,2’ > , 2’ € X', dla
pewnego x € X.

Dowdd. Wystarczy zwrécié¢ uwage, ze jesli X jest osrodkowa, to kula B’ jest metryzowalna w *stabej
topologii. O

Wiadomo, ze ograniczony ciag liczbowy (x,,) jest zbiezny, wtedy i tylko wtedy gdy ma dokladnie
jeden punkt skupienia. A oto odpowiednik tego faktu w przestrzeni Banacha.

0.6. Lemat. Niech M bedzie stabo zwartym podzbiorem przestrzeni Banacha. Cigg (x,,) o wyrazach
w M jest stabo zbieiny, wtedy 1 tylko wtedy gdy zbior

o0

ﬂ {z : k> n}¥

n=1

jest jednopunktowy.

0.7. Twierdzenie (Eberlein-Smulyan). Podzbiér M przestrzeni Banacha X jest warunkowo
stabo zwarty, wtedy 1 tylko wtedy gdy jest warunkowo stabo ciggowo zwarty.

Dowdd. Udowodnimy najpierw, ze WSC (warunkowa slaba ciggowa) zwarto$é pociaga WS (wa-
runkows staba) zwartosé. Niech wiec M C X bedzie WSC zwarty. M jest ograniczony, wiec
po zanurzeniu M C X C X" jego *stabe domkniecie M*¥ jest *stabo zwarte. Staba topologia
w X jest odziedziczong *staba topologia X”, wicc jesli MY oznacza slabe domknigcie w X, to
MY = M** N X. Aby wiec udowodnié nasza teze, wystarczy pokazaé, ze M** C X.

Przypusémy, ze zj € M*™. Na mocy Wniosku 0.4 wystarczy pokazaé, ze zbidr Ny (z() jest *stabo
domkniety. Niech y, € N(x()*". Stad i z faktu, ze xj € M** wynika, ze dla zadanego z géry € > 0
istnieja ciagli x, € M iy € N(z(), takie ze

(0.8) | <ap =20,y > | = | < zpyup > | <e, k <mn,
oraz
(0.9) | < Zn,yh —yo > | <&, n < k.

Z WSC zwartoéci zbioru M wynika, ze mozemy przyjaé¢ (po wybraniu odpowiedniego podciagu), ze
ciag x, — x stabo. Co wigcej, na mocy twierdzenia Mazura mozemy wyrazy ciagu x,, zastapi¢ (nie
zmieniajac oznaczen) przez ich wypukle kombinacje, tak ze x,, — = w normie. Zwré¢émy uwage,
ze postepujac analogicznie z elementami ciagu (yx) zachowujemy wlasnosci (0.8) i (0.9). W takim
razie,
| <z —ag,y,>|=]<wzy,>|<e  keN,
a po przejsSciu do *stabej granicy
| <z—ag,00 > =<z, >]<¢

skad | < x{,y, > | < e. Wobec dowolnosci e > 0 funkcjonal y(, lezy w € Ny (z(), co konczy te czesé
dowodu.

Teraz zakladamy, ze M jest zbiorem WS zwartym. Zamierzamy wykazaé, ze jest WSC zwarty.
Niech (x,) bedzie ciagiem o wyrazach w M. Oznaczmy przez Xy domknieta podprzestrzen X
rozpigta na zbiorze {x, : n > 1}. Zastepujac X przez X, mozemy przyjaé, ze X jest osrodkowa.
Wobec tego kula jednostkowa B’ w X' jest *stabo metryzowalna, a jako *slabo zwarta jest tez
o$rodkowa. Niech H bedzie przeliczalnym *stabo gestym podzbiorem B’. Zauwazmy, ze rodzina
funkcjonaléw H jest totalna na X. Z ciagu (z,) metoda przekatniowa wybieramy podciag (yy),
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taki ze dla kazdego h € H ciag liczbowy < y,,h > jest zbiezny. Poniewaz My jest WS zwarty
scentrowana rodzina zbioréw

Ap ={yr : k> n}"
ma niepusty przekroj A. Jesli yi,y2 € A, to, jak nietrudno zauwazy¢ istnieja podciagi (uy,) i (vy)
ciagu (y,) zbiezne odpowiednio do y; i y2. Ale wtedy < y1,h >=< ys, h > dla kazdego h € H, co
pociaga y; = y2, bo H jest totalny. Zatem na mocy Lematu 0.6 ciag (z,) ma podciag zbiezny. O

Jak dobrze wiadomo, w przestrzeni wektorowej skonczonego wymiaru wypukta otoczka zbioru
zwartego jest zbiorem warunkowo zwartym, co latwo wynika z charakteryzacji zbioréw zwartych
jako domknietych i ograniczonych. Twierdzenie Eberleina-Smulyana umozliwia uogélnienie tego
faktu na podzbiory stabo zwarte przestrzeni Banacha. Dodajmy, ze rola twierdzenia Eberleina-
Smulyana w ponizszym dowodzie sprowadza sie do redukcji zagadnienia do przestrzeni osrodkowych.
W przypadku o$rodkowej przestrzeni Banacha ponizszy dow6d obywa sie bez wyzej wytozonej teorii.

0.10. Wniosek (Krein-Smulyan). Jesli M jest stabo zwartym podzbiorem przestrzeni Banacha,
to jego wypukla otoczka co(M) jest warunkowo stabo zwarta.

Dowdd. Dzieki twierdzeniu Eberleina-Smulyana wystarczy udowodnié, ze zbiér co(M) jest WSC
zwarty. Niech wiec (z,,) bedzie ciagiem elementéw co(M). Pokazemy, ze ciag ten ma podciag stabo
zbiezny w X. Oznaczmy przez X domknieta podprzestrzen X rozpieta na zbiorze {x, : n > 1}.
Zastepujac X przez Xo, mozemy przyjac, ze X jest oérodkowa. Oczywiscie mozemy tez przyjac, ze
zbiér M jest niepusty.

Niech p bedzie regularng miarg borelowaka na M, czyli elementem C(M)". Wtedy istnieje do-
kladnie jeden z, € X, taki zZe

<z, x’ >= /M <z, > pldx),
co tatwo wynika z Wniosku 0.5 i twierdzenia Lebesgue’a. Otrzymujemy zatem odwzorowanie
CM) >p—uz,eX,
ktore jest liniowe i ciagle, gdy przestrzen C(M)" wyposazona jest w topologie *staba, a X w
topologie staba. Ciaglos¢ odwzorowania wynika ze wzoru
<zy—xy, @ >=<2|M,u—v >, e X' uveC(M).

Wobec tego obraz kuli jednostkowej Bo(pry przez to odwzorowanie jest zbiorem wypuklym i stabo
zwartym w X. Aby zakonczy¢ caly dowdd, wystarczy teraz zauwazyé, ze M zawiera sie w tym
obrazie. Rzeczywiscie, jesli zg € M, a &, jest miara Diraca skupiona w zg, to

< :L’(;IO,:U' >= / <z,2 > gy (dv) =< 20,2 >,
M
skad zo = x5,,. Zatem co(M) jest zbiorem warunkowo stabo zwartym. (]

0.11. Uwaga. Niech X bedzie topologiczng przestrzenia wektorowa, a M C X zbiorem stabo
zwartym. Nie zawsze zbidr co(M) jest warunkowo slabo zwarty. Potrzebny jest jeszcze pewien
dodatkowy warunek zupetnosci (w topologii Mackeya) przestrzeni topologicznej co(M)™.
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