10. Od funkcjonalu do pélgrupy

. Twierdzenie. Niech bedzie dany uogélniony laplasjan P na R?. Istnieje wtedy dokladnie

jedna polgrupa miar podprobabilistycznych pg, dla ktérej P jest funkcjonalem generujacym.

. Zdefiniujmy operator

U:D=C®RY — X =Cy(R?)
WzOoremn

US@) =P+ f(@) = [ o=y Py dy =< P.f0 >
Przestrzen Cy(R) rozpatrujemy nad R.

3. Jedli f(xo) =sup f(x), to U f(xg) <O.

10.

. U jest dysypatywny, czyli ||f — Uf|| > A||f]| dla f € D i A > 0. Zastepujac w razie potrzeby

f przez cf, gdzie |c| = 1, mozemy przyjaé, ze || f| = f(zo) dla pewnego zy € R%. Wtedy
AfIF = Af(wo) < Af(wo) = U f(wo) < [Af(zo) — Uf(xo)l < IAf = UFIl.

W szczegoblnosci Al — U jest mocno injektywny.

. U jest domykalny. Jego domkniecie U ma w swojej dziedzinie podprzestrzen

C(RY = {f € C®°(RY) : Va D°f € Co(RY)}.
U jest domykalny, bo jest dysypatywny. Mozna to tez zobaczy¢ bezposrednio. Rzeczywiscie,
przypuéémy, ze f, — 01U f, — g, gdzie f, € C®(R?), g € Co(R?). Niech ¢ bedzie dowolna
funkcja w C®°(R?Y). Wtedy U f,, « ¢ — g % @, wiec dla kazdego 2 € R?
gxp() = lim (Px fn) x (@) = lim < fo,p % P >=0.

Tak wiec g x ¢ = 0, co wobec dowolnosci ¢ oznacza, ze g = 0. B
Drugiej czesci tezy dowodzimy przez tatwa aproksymacje, wykorzystujac domknietosé U.

. I—U ma gesty obraz. Rzeczywiécie, niech p bedzie miara ze < p, f—U f >= 0 dla wszystkich
f € D. Wtedy
fxple) =U(f*fi)(z), xeR.
Zatem
| < fip>|=lnxfO)<|m*fll<[z*f-UlExf)l=0
skad p = 0.

. Jedli (M —U)f >0, to f>0.Jedli f osiaga minimum w g, to dla kazdego =

Af(x) > M (o) > M (o) — Uf (o) > 0.

. Z dotychczasowych rozwazan wynika, ze U spelnia zalozenia twierdzenia H-Y, a wiec jest

generatorem mocno cigglej polgrupy kontakcji T; f = s x f, gdzie u, € M(Rd). Co wiecej,
poprzedni punkt pokazuje, ze

f>0 = (M-U)"'f>0,
skad tatwo wynika, ze pu; > 0. Jedynoéé¢ pédlgrupy wynika z twierdzenia H-Y.

. Zauwazmy jeszcze, ze dziedzina generatora U zawiera popdprzestrzen

C:={f € Co(RY) :V|a| <2 D“f € Co(RY)}.

Miary u; sa probabilistyczne, wtedy i tylko wtedy gdy < P,1 >= 0. W tym celu wystarczy
rozwazy¢ potgrupe kontrakeji T f = py* f na jednowymiarowj podprzestrzeni niezmienniczej
Co@® R zlozonej z funkcji statych i zauwazy¢, ze pélgrupa jest trywialna, wtedy i tylko wtedy
gdy jej generator jest zerowy.



11. Przyklad. Rozwazmy potgrupe Cauchy’ego
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