11. Stabo znaczy mocno

1. Twierdzenie. Niech T} bedzie mocno ciqglq polgrupg kontrakcji na przestrzeni Banacha X.
Niech U bedzie jej generatorem. Zdefiniujmy ,staby” generator U jako operator
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na dziedzinie tych x € X, dla ktorych ta staba granica istnieje. Wiedy U=U.
Zauwazmy, ze dla kazdego x € Dy i kazdego § € X' funkcja [0,00) 3 ¢t =< Tix, & > jest
ciggla i ma ciggly prawostronna pochodng, wiec jest klasy C'. Ponadto
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skad natychmiast wynika, ze x € Dy. Inklugja U C U jest oczywista.
2. Lemat. Niech f :[0,1] — X bedzie funkcja stabo ciggla. Wtedy wzdr

Q) = [ < 0,6 > d

definiuje funkcjonal F na X', ktéry jest ciggly w topologii *stabej. Innymi stowy, istnieje
wektor xg € X, taki Ze
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<xg,§>:/0 < f(t),€ > dt, EeX'.

Zacznijmy od uwagi, ze F jest niewatpliwie cigglym funkcjonatem na X’ i wobec tego
moze by¢ utozsamiony z elementem przestrzeni X”. My natomiast chcemy czego$ wiece].
Dowodzimy, ze F' ,pochodzi” od elementu X.

Jako, ze odcinek [01,] jest przestrzenia o$rodkowa, Xy = lin f([0, 1]) jest podprzestrzenia
X osrodkowsg we slabej topologii, a wiec takze i w mocnej. Zatem mozemy przyjac, ze X jest
osrodkowa. Wtedy jednak X’ jest metryzowalna w topologii *stabej i wystarczy wykazad,
ze dla kazdego ciagu &, € X' zbieznego *slabo do zera F(§,) zbiega do zera. Dodajmy, ze
zaréwno zbior f([0,1]), jak i ciag funkcjonalow &, sa ograniczone, wiec nasza teza wynika z
twierdzenia Lebesgue’a dla ograniczonego ciggu funkcji cigglych

on(t) =< f(t),&n >
zbieznego punktowo do zera.

3. Twierdzenie. Silabo ciggla polgrupa kontrakcji na przestrzeni Banacha X jest w istocie
mocno ciggla.

Dla0<é <1,z € X oraz £ € X’ niech
5
< x5,& >= 5—1/ < Ty, & > ds.
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Lemat 2 pokazuje, ze x5 jest poprawnie zdefiniowanym elementem przestrzeni X. Co wigcej,
przestrzen liniowa
D =lin{zs: ||z]| <1, 0<d <1}
jest stabo gesta w X, a wiec takze gesta. Wystarczy wiec pokazaé, ze dla kazdego 0 < § < 1
i kazdego [|z| <1
Tixs — x5, t— 0,



a tak jest,bodla0 <t <di|¢] <1
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